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PREFACE. 



Lcs Traites sur les fonclions elliptiques imprimes en France 
sont dcs Traites complels destines specialement aux mathe- 
malicicns : la plupart d'enlrc eux prenn$p.t comme point de 
depart les theoremcs generaux dc la theorie des fonctions ; 
dans tous, Tetude dcs fonctions elliptiques est envisagee au 
point dc vue Ic plus general et poussee le plus loin possible 
(multiplication, division, transformation, equations modu- 
laires, multiplication complexe). 

Nous nous sommes propose de faire un Traite des Fonc- 
tions ellipliques, d'lin caractere elementaire, en un seul 
Volume, con tenant les principcs essentiels de la Theorie 
et montrant, par dcs applications simples, combien ces fonc- 
tions sont utiles pour la resolution de certaines questions de 
Geometric, de Mccanique et de Physique mathematique. 

La Theorie dcs fonctions elliptiques cst comme une Trigo- 
nometric d'un ordre plus eleve; nous nous sommes limites 
dans notrc expose aux principesfondamentaux; ces principes 
etant bicn compris, les parties plus profondes de la Theorie 
devienncnt facilcmcnt accessibles. 

Pour reduire au minimum les emprunts a la Theorie des 
fonctions, nous prenons comme point de depart la notion du 
d6veloppement d'une fonction uniforme par la formule de 
Taylor; nous ne nous servons pas de la theorie de Cauchy 
sur les int&grales prises entre des limites imaginaires. Nous 
dormons, dans une courts introduction, la definition des 
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quelques termes tires de la Theorie dcs fonctions, qui son I, 
employes dans i'Ouvrage. 

La Theorie des fonclions ralionnelles et dcs fonclions Iri- 
gonomelriques esl d'abord exposce par les mclhodcs meines 
qui sonl employees ensuile pour les fonclions ellipliques. L< 
lecteur voit ainsi, sur des fonctions simples avec lesquelles il 
est familiarise, Tenchainement des raisonnemcnls el des 
theoremes qu'il renconlrera ensuile pour les fonclions ellip- 
liques. 

Les formules principales de la Theorie dcs fonclions ralioii- 
nelles d'une variable x sc reduisenl a deux form ales types : 
une premiere formulc mellanl en evidence les valours d<> ,r, 
qui rendenl la fonclion ralionncllc/(#) nulle ou mimic 



- A 

" 



puis une deuxieme formulc, dilc dc decomposition en t*ld- 
ments simples, mellanl en evidence les points ou la ibnclion 
devienl infinie, el la fagon donl ellc y dcvicnl infinic 



A B L 
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Tclemenl simple ^ csl la derivec dc Log (a? a). 

Les formules principales dc la Theorie dcs fonclions Irigo- 
nom^lriques peuvenl, de meme, sc ramcncr 4 deux lypcs 
analogues : une premiere formule mellanl' en Evidence les 
poinls oii la fonclion devienl nulle ou infinic 



el une deuxieme formule, a.p]>e\&e formule de decomposition 
en dttments simples, mellanl en Evidence la fagon dont la 
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fonction devient infinie 



r**t 4- . . . -+- G' n e^ nxi 

4- A cot(# a)-+- Bcot(# - b) -K . . + Lcot(# I). 

On peut remarquer encore que Felement simple 

cot(# a) 
est la derivee de 

Logsin(# -a). 

De meme, dans la Theorie des fonctions elliptiques, il 
exisle deux formules fondamen tales : i une formule de 
decomposition en facteurs 



mettant en evidence les points a n a 23 . . ., a n , ou la fonction 
s'annule, et les points & n & 2 , . . ., b n ou elle devient infinie ; 
2 une formule de decomposition en elements simples, due k 
M. Hermite 



f(as) = C H-AZ(^~ a)-h...4-LZ(a? Z) ' 
ou Telement simple Z(x a) est egal a 



La plupart dcs calculs sur les fonctions eliiptiques sont 
fondes sur Temploi de 1'une ou de Tautre de ces deux for- 
mules : ces calculs se ramenent done a des regies simples dont 
il est fait de nomb reuses applications. 

La Theorie des fonctions eliiptiques se complique de la 
question des notations qui variant d'un Traite a Tautre. Tout 
d'abord, nous nous sommes interdit rigoureusement d'em- 
ployer aucunp notation nouvelle. Nous avons expose simul- 
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tanement deux systemes dc notations qui doivcnt subsistcr 
definitivemcnt : celui de Jacobi, constammcnt suivi par 
M. Hermite, dans toutes ses recherches, ct celui dc M. Wcier- 
strass. Le passage dc Tun de ces systemes a 1'aulrc cst aiso : 
neanmoins, il importe de les conserver tous les deux; car, 
suivant les cas, les applications sent plus faciles dans Fun 
dcs systemes que dans Fautre. En outre, apres avoir luun 
Traite elementaire, le lecteur doit connaitrc les deux systemes, 
afin de pouvoir lire ensuite les Livrcs ou les Mcmoircs ccrits 
dans chacun d'eux. 

Pour preparer les applications, nous avons etudie avcc soin 
les cas particuliers ou les valeurs dcs functions cUipliqucs 
sont reelles, les seuls qui puissent sc presenter en Mocaniqiw 
et en Physique. 

Chaquc Theorie cst suivic immediatemcnt de quelquos 
applications; ainsi Fetude dc la fonction p dc M. Weierstrass, 
quand Tune dcs periodcs est reelle ct Tautrc purcment ima- 
ginaire, est suivie duplications a la cubiquc plane, a la 
lemniscate, au pendule sphcriquc, au mouvcmcul cFun corps 
pesant de revolution suspendu par un point de sou axe; 
F6tude des fonclions dc Jacobi, pour le cas ou le module cst 
reel et plus petit que un, est suivie duplications i\ la biqua- 
dratique gauche, a la surface desondcs, aupcndulc simple, a 
Felastique plane, k la cordc a sauter, aux mouvcmcnts a la 
Poinsot ; Fctude de la fonction p, dans le cas de deux periodcs 
imaginaires conjuguees, est suivie dc Fapplication au mou- 
vement d'un projectile dans un milieu dont la resistance cst 
proportionnelle au cube de la vitcssc. Vienncnt cnsuitc 
quelques applications au probl^me dc Lam6 et au probfeme 
de Felastique plane sous pression normale constante, dont les 
integrates, d^couvertes par M. Mauricfc L6vy, ont et6 conver- 
ties en formules elliptiques par Halphen. 

L'Ouvrage se termine par la Theorie des fonctions que 
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M. Hermite a appelees fonctions doublementperiodiquesde 
deuxieme ou de troisieme espece, avec applications a Tequa- 
tion de Lame et aux equations de M. Picard, etpar quelques 
notions elementaires sur les fonctions modulaires qui four- 
nissent Fexemple le plus simple des fonctions fuchsiennes et 
kleineennes de M. Poincare. Comme pour les fonctions 
elliptiques, nous donnons pour les fonctions doublement 
periodiques de deuxieme espece deux formes essentielles : 
decomposition en facteurs et decomposition en elements 
simples, d'apres M. Hermite; puis nous indiquons, pour 
les fonctions de troisieme espece, deux formes analogues, en 
employant F element simple introduit par M. AppelL 

Les principales formules sent resumees dans un Tableau 
place a la fin du Volume. Sauf dans Fexpose de la transfor- 
mation dc Landen, nous n'avons pas donne de Tables nume- 
riques, car, dans la plupart des cas, les series defmissant les 
fonctions a calculer sont si rapidement convergentes, que les 
premiers termes suffisent dans les applications. On trouvera 
des exemples de calculs numeriques a la fin du Calcul inte- 
<?ral de M. J. Bertrand et dans les Tables de Hoiiel. 

o 

Nous esperons qu'apres avoir etudie cet Ouvrage, le lecteur 
pourra se servir des fonctions elliptiques com me des fonctions 
trigonomcitriques. Nous avons choisi des applications aussi 
variees que possible : on en trouvera d'autres, d'une grande 
elegance, dans le Traite de M. Greenhill. Quant aux develop- 
pements theoriques, nous pensons avoir mis le lecteur a 
m^me de lire les grands Traites de Briot et Bouquet, d'Hal- 
phen, de MM. Tannery et Molk, et de se servir utilement des 
feuilles de M. Schwarz. 

Paris, 27 septembte 1896. 
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CHAPITRE I. 

NOTIONS PRfiLIMINAIRES. 



I. GENERALITIES SUR LES FONCTIONS TJNIFORMES. 

1. Fonction r^gulifere en un point. Z6ros. Unefonction d'une 
variable imaginaire u = x-\-yi estdite uniforms pourtouLes les 
valeurs de u quand elle n'a qu'une valeur pour chaque valeur de u I 

par exemple-j cos#, tangw sont des fonctions uniformes, Oa 

dit aussi, en repr^sentantla variable u = x -\-yi par le point d'un 
plan de coordonn^es x ety, qae la fonction est uniforme dans 
tout le plan, Nous ne nous occuperons que de fonctions de cette 
nature. Une foHiclion uniforme f(u) est reguliere en un point a 
quand on peut, dans un cercle ayant ce point comme centre, la 
d6velopper par la formule de Taylor en une s6rie proc^dant sui- 
vant les puissances positives croissantes de u a 



(0 



Z&ro$. -r- |Une fonction /(w) rgulire au point u = a admet ce 
point cpwp$ z&ro quand f(a] est nul : si f r (a) n'est pas nul le 
zro est simple. Si un certain nombre de deriv6es/ ; (a), f ff (a), . . . 
sont nuU^v/ (/2) (a) 6tant la premiere d6riv6e nonnulle, le z6ro 
u = a estCd-ordre n : on peut alors ^crire le d^veloppement ci- 

v 1 * 4 ^ i 
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dessns 



oil le facteur g(u} est une srie entire en (u a) ne s'annulant 
pas pour u = a. 

2. Points sing-utters. P61es. R6sidus. Points singuliers essen- 
tiels. Lorsqu'une fonction uniforme f(u] n'est pas r<*guli6re 
en un point d^termin^ a, on dit que ce point est un pomlsingulier. 
C'est un point singulier isol quand on pent d^crirc de a comme 
centre un cercle assez petit pour que la fonclion n'ait pas d'autre 
point singulier dans ce cercle. 

Pdles. Un point singulier a est un p61e quand il est isold el 
quand la fonction devient infinie en ce point 4 la fagon d'uue 
fraction rationnelle. Pour pr^ciser, le point a est un p61e, quand 
la fonction f(u) devient infinie en ce point et qu'il existe une 
fraction rationnelle 



... 

w -a (u a)* (u 

telle que la difference 



soit r^guli^re au point a; les lettres A, A n . . . , A.^{ dcsignant 
des consumes. La fraction rationnelle y(u) s'appelle la partie 

principale de la f one ti on f(u) relative au p61e a; le coefficient A 

ft 
de - est le rfoidu relatif &. ce p6le : Pentier a est Vordre ou 

u a l 

du p61e. On a alors, dans un certain cercle de centre a, 



g(u) tant une fonction rguli6re au point a : on en conclut, en 
r^duisanl le second membre au mme d^nominateur (u a)* 7 



G(w) 



G(w) 6tant one fottction reguli&re aa point a, (Jiff^ente de 
pour w = a. 
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Nous dirons aussi que le point a est un infini d'ordre a de la 
fonction. 

Points singuliers essentieh. Quandun point singulier n'est 
pas isoU on qu'^tant iso!6 il n'est pas un p61e, on dit qu'il est un 
point singulier essentiel. Nous nenous occupons dans la suite 
que de fonctions dont les seals points singuliers a distance finie 
sont des p6les. 

3. Remarque sur les zeros etles p61es. Si le point a est un 
zro d'ordre n de la fonction /(), il est un pdle simple de r- 

sidu n dans la dSrivee logaritnmique y, ; en effet, on a alors, 
dans le voisinage de u = a, 



puis en prenant les logarillimes etles deriv^es 



a 



() n'est pas nul pour u = a, le rapport &^-- est une 
fonction r^guii^re au point a\ done ce point est un p6le simple de 
residu n de -?r Dein^me, si le point w = aestunp61ed'ordrea 



-?r 

slun 
dans cette hypothfese, au voisinage de a, 



^),il eslunp6le simple deresida ade ^ j , On a en effet, 



d'ou 

f'(u) ~ 



f(u) u a G(0' 

comme G(M) ne s'annule pas pour u = a, -^! est une fonction 
rgulire en a et le th^or^me est d^montrd. 

4, Point & riaftttl, , ~ Po^rr ^tudier une fonction /() de w 
quand u deyitot^^|^ii3 ?t on fait ^==: 4-, etl ? cm suppose u 1 



petit. La fo^ptiok '''/i&k ^ 5t4il^ ; r^^^re aa, point u = <x> 
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quand//'-,) est r<%uliere au point z/= o : on a alors, pour des 
valeurs trs petites de u f , 

f ( .1 j = -+- cti M'-H- 2 '* + . . . , 

et par suite, pour des valeurs tr6s grandes de u, 

/ 1\ 2 

- -4-.... 



Lorsque la fonction est ainsi rguli6re au point oo, le point oo 
est un z6ro d'ordre n quand a Q} a<, ..*, a R _\ sont nuls, a n etant 
different de z6ro. La fonction s'annule alors ^ I'infini comme 



..,.., 
Le point infini est un p6le ou un point smgulier essentiel pour 

f(u) quand le point u r = o esl un p6le ou un point essentiel pour 
/(,) Supposons que ce soit un p6le : alors, par definition, on a 
pour de petites valeurs de itf 



c'est-a-dire, pour de grandes valeurs de u } 

i / 1 \> 
/(K)= Aw4-Aitt s 4-...-HA fit - 1 tt*-4-a -Hai--4-ai(- ) H---- 

La parlie 



= AM -h 

qui devient infinie au p6le u = oo, est la partie principale relative Ji 
ce p61e, a est 1'ordre du p61e. 

5. Remarque sur la convergence des series. Nous pouvons 
maintenantpr^ciserun point important dans ce quiprc&de, Nous 
avons dit que la fonction /(w) uniforme dans tout le plan est r6- 
guli^re en a quand elle est d^veloppable par la formule de Taylor 
daus un ciercle de centre a : cette sMe sera convergent^ dans le 
ceMe aydnt po&r Centre a etpbur rayon la distance du point a 
att point singulier def(u) le plus rapprocM de a. 
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G'est la une proposition que nous admettrons pour ne pas 
allonger ce Chapitre. 

6. Une fonction uniforme r^guliere entous les points & distance 
finie et infinie est une constante. En effet, la fonction suppos^e 
f(u) 6tant rgulire au point u = o est developpable en une srie 



convergente dans le cercle ayant Torigine comme centre et passant 
par le point singulier le plus rapproch6 de I'origine; comme, par 
hypothec, il n'y a pas de points singuliers, cette serie est con- 
vergente dans tout le plan. Pour tudier la fonction dansle voisi- 

nage du point oo, posons u = ,; alors 



Par hypothfese cette fonction est r6guli6re au point u r = o : elle 
ne doit done pas contenir dans son developpemenl de puissances 
negatives de u r : done tous les coefficients a^a^ ...,a n , sont 
nuls, sauf le premier a , et 1'on a 



La fonction est une constante. 

On peut 6noncer ce r^sultat sous nne autre forme, en disant 
qtfune fonction uniforme partout finie (le point oo compris) 
est une constante. En efFet, une fonction uniforme devient infinie 
en chacun de ses p6les; on peut en outre d&tnontrer rigoureuse- 
ment que, si la variable u tend vers un point singulier essentiel 
de la fonction suivant une loi convenablement choisie, le module 
de la fonction croit au del& de toute limite. Si done une fonction 
uniforme est partout finie, elle ne peut pas avoir de points singu- 
liers, elle est r6guU6re partout et se r6du.it a une constante. 

7. Les ze~ros et les p61es d'une fonction uniforme, n' ayant d'autres 
singularit6s que des pdles & distance finie, sont ne" cessairement isoles 
les uns des autres. ^- Nous voulons dire par I& qu^il ne peut pas 
exister de point a fa plan dans le voisinage imm^diat duquel il 
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se trouve une infinite de p61es ou une infinite de z^ros ; ou encore, 
quel que soil le point a, on pent toujours d^crire de a comme 
centre un cercle avec un rayon assez petit pour que dans ce cerclc 
ily ait : ou bien ni z&ro ni p61e ? ou bien un senl z^ro sans p61e ; 
ou bien un seul p6le sans zero. 

Ce fait rSsulle imm&lJatement des d<veloppements precedents. 
En effet, un point a etant marque dans le plan, trois cas peuvent 
se presenter suivantque/(w) est regulire en a sans s'annuler en 
ce point, ou que f'(u) admet le point a pour z(5ro, ou enfin que 
f(it) adraet le point a pour p61e. Dans le premier cas, on pent d- 
crire de a comme centre un cercle suffisamment petit pour qu'il 
n'y ait dans ce cercle ni zero ni p61e; dans le second, on petit dd- 
crire un cercle suffisamment petit pour qu'il ne contienne pas de 
p61e et contienne le seul zero u= a] dans le troisiemc, on pent 
decrire un cercle ne contenant pas de z^ro ct contenant le seul 
p61e a. 

D'aprSs cela, si pour une fonclion uniforme il existe un point ct 
tel que, dans une aire aussi petite que Ton veut, entourant ce point, 
il existe soit une infinite de p61es soit une infinite de zeros, ce 
point est point singulier essential. En effet, la fonction n'est pas 
reguli&re en a; ce point est done un point singulier. II ix'cst pas 
un p6le, d'apr^s ce que nous venons de voir; il est done un point 
essential. 

Nous allons, dans les deux paragraphes suivants, traiter, comme 
exemples, les fonctions rationnelles et les fonctions trigonomtf- 
triques* 

II. FRACTIONS RATIONNBLLES. 

8. Objet du paragraphe, Le lecteur connatt assur^menl les 
propri^t^s des fractions rationnelles : decomposition en fractions 
simples, utilit^ de cette decomposition pour 1'int^gration, dicom- 
position en un quotient de deux produits de facteurs Karaites, 

Nous reprenons brifevement cette th^orie, en suivant une march'e 
analogue 4 celle quenous emploierons plus loin pour obte&ir Tex- 

elliptiques^ d'afcord sous u$$ fqrme 
c0He d'u&e ffaction rationnelle d^compo's^e en 
sous, une forme seiiablabk ^ ceUe 
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fraction rationnelle d^compos^e en un quotient de deux produits 
de facteurs lin^aires. 

9. Fraction rationnelle particuli&re. La fonction 

(3) /(")==/ 

^ ' 



esl regulidre & distance jSnie en tons les points autres <jue u = i, 
u = 2. Ces deux points sont des p6les de premier ordre. La partie 
principale relative au p61e u = i est 






en effet on v6rifie imrndiatement que la difference /(w) ?i() 
estreguli&re au point M= i. Le residu relatif au pole u = i est 
T . De m6me la partie principale relative au p61e u = 2 est 



avec le r6sidu 2. A.U point oo la fonction est reguli&re, car 



estr^gulifere au point u' = o. On voitque&' o, c'est-i-dire z/=oo 
est un z^ro simple. La fonction /(M) a done deuxp6les simples 
z^= i, K= a et deux zros simples & = O T z^ = oo : on dit qu'elle 
est d'ordre 2. On peut remarquer que liquation 



a deux racines quelle que soit la constante C. 

Comme les fonctions <p { (w) et cp 2 (w) sont r6gulires partout ^ 
distance finie et infiniej except^ aux p61es respectifs i et 2, la dif- 
firence 



est rgulire partout a distance finie et infinie, j compris les 
p61es i et 2, d'apr^s la definition des parties principales <p t et <p a . 
Cette difference est done une constante et ? comme elle s'anntde & 
Tinfini, puisque chacune des fonctions /, y f , cp 2 s'j anaule, elle 
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est &gale a zero. On a done 



formula que donnerait imm6diatement la decomposition de la 
fraction rationnelle en fractions simples. 

10. Gas g6n6ral. P61es et z6ros. Ordre. Une fraction ration- 
nelle 



( 



-*- a/if _ P(u) 

"~~' 



ou P et Q sont deux polynomes de degrs m et /&, est une fonction 
qui, a distance finie et infinie, n'a d'autres points singuliers que 
des p61es. A distance finie elle a comme p61es les racines de 
Q(#)=o : le nombre des p61es distance finie, en comptant 
chacun d'eux avec son degre de multiplicity, est done n* 

i Si m > n, le point oo est un p61e d'ordre m n. Le nombre 
total des p6les ^ distance finie et infinie est done 

7Z.-H(W 71.) 771. 

]1 y a aussi m z&ros qui sont les racines de P(w)= o. La fraction 
a done m p6les et m z<5ros : on dit qu'elle est d'ordre m. Liquation 
/(M)= C a m racines quel que soil C. 

2 Si n > m le point oo est un z6ro d'ordre n m. La fraction 
a alors n p6les et un nombre 6gal de z<5ros, car il y en a m 
distance finie [les racines de P(w)] et n m r<5unis 1'infini. La 
fraction est d'ordre n; liquation /(u)= C a toujours n racines, 

3 Si m = n, le point oo n'est ni un pdle ni un z^ro : il y a en- 
core autant de z^ros que d'infinis : la fraction est d'ordre m = n. 


En r^sum^ une fonction rationnelle /(M) a loujours dans tout 

le plan, 1'infini compris, autant depdles que de z6ro$; le nombre 
des pdles ou des z6ros estTordre de la fraction : l'6quation/(w)r=;C5 
a, quel que soit G, un nombre de racines gal Vordre, 

11. Formes analytiques principales des fractions rationneUes. 
On peut meWre une fraction rationnelle sous deux formes dif- 
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^rentes suivant que Ton veut mettre en evidence les p61es et les 
parties principals, ou les pdles et les z6ros. 

i Premiere forme mettant en fridence les pdles et les par- 
ties principals correspondantes. Decomposition en fractions 
simples. - Appelons a,b,...,l les p&les & distance finie res- 
pectivement d'ordre a, J3, . . . , X e t 




les parties principales correspondantes. Supposons, pour plus de 
g<5n<$ralit<, que le point oo soit un p61e, ce qui arrive si m > n\ et 
soit 



la partie principale relative a ce p61e 



Ghacune de ces parties principales estr<%ulire par tout excepte 
an p61e correspondant. La difference 



est done r<%uliere partout a distance finie et infinie. En effet, 
au p61e a la difference /( u] y<(w) est r^gulifereet les fonctions 
<p 2 - .) w le sont. II en est de m^rne aux p61es b, . . . , L 

ATinfini, la difference f(u}is(u) est r<guli6re et les fonc- 
tions 5p cp a , ... le sont aussi. Done la difference (5), rdguli^re 
partoutj est &ne constante M , et Ton a 



f(u) = Mo + G7(W) -f- 9i(u) -h Cp 

(6) /() = 



la somnae I ^tant ^tendue i tous les p61es i distance finie. 

On retrpuve ainsila formnle ^lementaire de decomposition des 
fractions rationnelles eu fractions simples : elie met en Evidence 
les p&les et les parties principales correspondantes/ elle donne 
imm^diatement Tint^grale d r une fraction rationnelle. 
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On peut ^crire 



la somtne S 6tant etendue a tons les poles distance finic ct 
infinie, si Ton convient que pour un pdle a rejet< a 1'infini ^~^ 
doive 6tre remplac^ par u> ou en abrdgd que 



quand a = oo. 

On remarquera que Fon peut prendre arbitrairement les parties 
principals relatives & tous les p61es ; i cet ^gard il y a une I<5g6re 
difference pour les fonctions elliptiques. 

2 Deuxieme forme mettant en dvidence les z&ros et les 
iiifinis. La deuxi^me forme qu'on peut donner a unc fraction 
rationnelle met en Evidence les zro$ el les infmis. II suffit pour 
cela de decomposer les polynomes P et Q, qui forment le num^- 
rateur et le dnominateur de la fraction, en facteurs du premier 



oti certains facteurs peuvent tee egau 



x. 



3 La seconde forme diduite de la premiere. Soil/(w) la 
fraction rationnelle consider^e ayant pour z^ros a,, a 2 , . . ., a /tt 
et pourp61es j3 i? j3 2 , ..., p,,, 

La fonction ^ M . est aussi une fraction rationnelle ayant pour 

J(U) 

p61es simples les z^ros et les infinis de f(u) (n 3), les z&ros 
simples avec le r^sidu + 1 et les p61es simples avec le r^sidu i . 

En mettant alors 4py sous la premiere forme (decomposition 
en fractions $wples) on a 



/() 
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Integrant et passant des logarithmes aux nombres, on retroirve 
I 1 expression (7). 

12. Remarque. Nous venons de voir qu'une fraction ration- 
nelle n 7 a d'autres points singuliers que des p61es 4 distance 
finie et infinie. La rdciproque est vraie. Une fonction uniforme 
riayant d'autres singularites ct distance finie et infinie que 
des pdles est une fraction rationnelle. Nous nous bornons a 
rappeler ce thoreme dont nous n'aurons pas & nous servir. 

13. Relation alg&brique entre deux fractions r ationnelles . 
Th.3or&nae d'addition algbrique. Entre deux fractions ra- 
tionnelles 



a lieu une relation alg^brique dfinissant une courbe unicursale, 
c'est-a-dire une courbe ayant le plus de points doubles possible. 
En outre, une fonclion rationnelle f(u} admet un th^orenie 
d'addition alg^brique, c'esl-a-dire que, u et P d^signant deux 
variables ind^pendantes, f(u +- c) est une fonction alg^brique de 



IE. FONCTIONS TRIGONOMBTRIQUES. 

14. Objet du paragraphs. Nous allons presenter les points 
fondamentaux de la th6orie des fonctions trigonom^triques, en 
suivant une voie identique a celle que nous suivrons dans le 
Chapitre suivant pour les fonctions elliptiques. 

15. Fonction sin w, sa definition par un prodult infim. Fonotions 

cotw et . T rt > leurs expressions par des series. P6riodicit6 de oes 
sm 2 w r * 

fonctions, La fonction sinw est rgulire en tous les points a 
distance finie. Elle s'annule aux points 



C'est ce que met eu Evidence la formule suivante que nous 
connue ef <fH^ Aop^ consicjdrons cemme servant 4e 
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definition a i 
(8) 

le produit IF ^tant 6tendu a toutes les valeurs de Fentier m de 

oo & +00, la valeur m = o except^e. GrSce a la presence du 

facteur e 7 "^, le produit II 7 est convergent quel que soit 1'ordre des 
facteurs. Cette fonction sinw est impaire, c'est ce qu'on voit sur 
le produit (8). En effet, comme m prend toutes les valeurs de 

oo a + oo, on peut le changer de signe et dcrire 



TTV * ^ -SHE 
sin u u I I ( H 1 e m TC . 

XJL \ mir/ 



Changeant ensuite u en u on voit, en comparant i (8), que 
sin( u) est 6gal ^ sinw. 
Le point oo est un point singulier essentiel de sinw : en effet, si 

1'on fait w= 5 on voit que, dans une aire aussi petite qu'on le 
veut entourant le point u^=o, la fonction sin -7 admet une inflnitd 
de z&ros u 1 = -- D'apres ce que nous avons vu (n 7) le point 
u f =o est done un point singulier essenliel. 

Fonction cotw. La fonction cotw se d^duit de sinw, par la 
formule 

cotw =s log sin . 
D'apres la formule (8), on a done pour cot u la s&rie 



/ _ I __ l\ / I ___ J\ 

\w-hic IT/ yw-f-^ii; ' aTc/ **"' 
ou, sous forme condens^e, 

(9) 

la somme 2 ; 6taat ^tendue ^ toutes" les valeurs de 1'entier m 
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de OG a +QO, la valeur z^ro exceptee. La fonction cotw est 
aussi impaire. Le d^veloppement (9) montre qu'elle a pour p61es 
simples Lous les points o, TC, 211, ..., le residu relatif a 
chacun de ces p&les <5tant i. Par exernple, le point u = n est un 
p61e, et la difference 

i 



COLZA 

U 1C 



est r6guli6re au point U = -K. La formule (9) met done en Evidence 
les p61es et les parties principals correspondantes de la fonction. 
Le point w = oo est un point singulier essentiel pour cotw comme 
pour smu. 

Fonction -r-= La fonction 
sin 2 u 

, . id 

(10) . , = -- =- 

v y * du 



est paire. Elle a pour p61es doubles tous les points o, zb-rc, 
:2TUj ...; la partie principale relative au p6le u = m f x est 



(u mre) 2 

P^riodicit^. Des formules prcddentes on peat deduire 
facilement la priodicit6 des fonctions circulaires. Tout d'abord 

le ddveloppement (10) de -r-^- montre imm^dtatement que cette 

fonction ne change pas quand on ajoute TC a ^, car cela ne fait 
que d^placer les termes du second membre. 

On voit de m6me que la cotangente admet la p^riode TC j en efifet, 
formant la difference cot(w + TC) cotw, on trouve 



U I 



2 1C / 



somme qui est evidemment nulle, car les termes se d^truisent 
deux k deux. 
Enfin de la relation 

cot( a -*''&)=, cot w, 
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que nous venons d'^tablir, on pent d^duire la priodiciu de la 
fonction sinw. En effet, en integrant les deux membres de la re- 
lation ci-dessus, on a 

log sin(M4--rc) = log sin u + logG, 
sin(z* +- ir)= C sin it, 

ou C est une constante. Pour determiner cette conslante, faisons 



u = - 9 nous aurons 

2 



. 7C r, - / tt\ 

sin = G sin I -- )> 
2 \ a/ 



et comme la fonction sin?/ est impaire on a 

C= i. 
D'ou la formule 

sin(z4 -H IT) = sin u, 

D6veloppements en series de puissances. Pour calculer les 
premiers termesdu d^veloppementde cotw en s^rie de puissances 
dans le voisinage de u = o, on peut employer la mdthode suivante 
analogue a celle qui nous servirapour les fonctions de M. Weier- 
strass. On a, pour u inf^rieur ei WK (en valeur absolue), 



portant cette s^rie dans le d^veloppement de colu ct ordonnant 
par rapport aux puissances de ^^, on a une srie de la forme 



i u u* w s 
--^--*,--,,- 



oili 1'on a pos6 



les sorames > ' m' " * sont ^videmmeat nulles* 

car m prend des valeurs deux i deux Ogatas et de s(^es ctm- 
traires. - 

On Dent ofctenir le d^velooDement de sinw en sfoie enti&re en 
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le ddveloppement de cotw, ce qui donne 

log sin w = log AH- log u ^ -- _ !* ^!__ l ^!_ 

2 ic 2 4 ic* 6 IT* " * ' 

sinw = Awe"" *" ^^T^""? n"~*" 

A d6signant une constante d'integration. Comme sum tend vers i 
quand w tend vers o, on a A = i. Developpant alors 1'exponen- 
tielle en s^rie, on obtient une serie entiere donnant sinu. En 
identifiable d^veloppement ainsi obtenu avec la s<5rie connue 



smw u 



i. 'A. '6 1.2.3.4.5 '"' 
on obtient les valeurs des sommes j s*, * 3 , .... On trouve ainsi 



_, 



Ces somrnes sont bien connues : on les irouvera par exemple 
dans le Calculdifferentiel&e M. Bertrand, p. 421 : pour /verifier 
ainsi les valeurs ci-dessus, il faut se rappeler que 



car, dans S' 7 m varie de cc a +00, zero e-xclu. 

Exercice. Nous ne nous arrlerons pas plus longtemps a la 
th^oriedesfoactions sinw, cot^z. Si Ton voulait^tablir une di^orie 
compile de ces fonclions, en prenanl comme seules definitions le 
produit (8) et la s^rie (9), on pourrait, en suivant une analyse 
d'Eisenstein (Journal de Crelle, t. 35, p. 191), montrer que la 
fonction f(u}= cotw, d^finie par la s6rie (9), verifie liquation 
diff^rentielle 



oc, = 



En portantle d^veloppement de cot u en srie de puissances dans 
celte Equation et ^crivant qu'elle est ^6rifi6e quel que soil w, on 
aurait un autre moyen de calculer de proche en proche les 
sommes ^. Nous indioaons ces resultats i litre d'exercice. 
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16. Fonotions trigonom^triques en g6n6ral. On peut appeler 
d'une mani&re g6nrale fonction trigonometrique une fonction 
f(ii) rationnelle en cotw, car le sinus et le cosinus d'un arc s'ex- 
priment rationnellement en fonction de la cotangente de Tare 
moitie que Ton peut toujours designer par u. Une fonction Irigo- 
nometrique, ainsi defmie, est uniforme; elle n'a d'autres points 
singuliers & distance finie que des p6les ; elle ne change pas quand 
on ajoute & u un multiple quelconque positif ou n^galif de TC : 
c'est ce que 1'on exprime en disant que la fonction admet la 
piriode primitive it, ses autres p^riodes 27c, itS-re, ... tant 
des multiples de la periode primitive. 

On peut mettre une fonction trigonom^trique sous deux formes 
remarquables. L'une est analogue a la formule dc decomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples; r(51^mcnt de cette 
decomposition est la fonction cot(z^ a) et ses derivecs ; c'est cc 
que 1'on pourra yoir dans le Traitd d' Analyse dc M. Her- 
mite, p. 821. L'autre forme est analogue & celle qui donne uno 
fraction rationnelle sous forme du quotient de deux produits dc 
facteurs lin^aires; I 3 element qui remplace les facteurs lin^aires 
est sin(w a). Nous ne nous arr6terons pas & tablir ces for- 
mules qui nous sont inutiles pour la suite. 

Relations -algebriques. Entre deux fonctions trigonom^- 
triques 

=/(") 7=/i() 

de m^tne p^riode ic, a lieu une relation algbrique d<$finissant en- 
core une courbe unicursale, car/et^ sont des fonctions ration- 
nelles de cotw. 

Th6or&me d'addition alg6brique. Une fonction trigono- 
m^trique f(u) admet un thor6me d'addition alg^brique : f(u + v) 
est une fonction algebrique de/(w) et /(^). 

Remarque'sur la periode des fonctions trigonom6trique$. 
Les fonctions que DOUS venons de consid&rer admetteat la p6- 
riodc TC 



B est Evident que par un changement lin^aire de variable oa Deut 
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faire en sorte qu'elles adtnettent une periode quelconqae 2co, 11 
suffit de poser 



on a alors 



CHAPITRE II. 

GfiNfiRALITfiS SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



17. Definition. Nous avons dit qu'une fraction ralionnellc est 
caracteris^e par la proprit d'etre une fonction uniforme n'ayant 
d'autres singularites que des p6les. 

Nous avons remarqu galement qu'une foncfcion trigonome- 
trique (fonction rationnelle de cot&ou desin2 etcosa^) csL une 
fonction n'ayant d'autres singularity & distance fmie que des p6Ies 
et admettant des p^riodes qui peuvent toutes 6tre composers 
par addition et soustraction avec une settle p&riode primitive TC. 
Mais ces propridtes ne caract^risent pas les fonctions trigonom^ 
triques : elles appartiennent par exemple ^ e sln2 " qui n'est pas une 
de ces fonctions. Pour achever de caract6riser une fonction trigo- 
nometrique, il faudrait ajouter cette condition qu'elle poss&de un 
th^or^me d'addition alg6brique. 

Nous d^finirons d'une fa^on analogue les fonctions elliptiques 
par les propri^t^s suivantes, qui les caract^risent compl^tcment : 

On appelle fonction elliptique une fonction uniforme 
rfayantj a distance finie, d'autres singulariUs que des pdles 
et admettant des periodes qui peuvent toutes &tre compo$e$ 
par addition et soustraction avec deiixpdriodes primitives iao> 
et aco'. 

La fonction admet done les deux pSriodes 2(0 et aw'; on dit 
qu'elle est doublement p^riodique, tandis que les fonctions tri- 
gonotn^triques sont simplement p^riodiques. Ellev<5rifie les rela- 
tions 



in) 

d*od Ton conclut 



et n d6signant des entiers p r ositifs, n6galifs ou 
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Nous admeltrons que le rapport- est imaginaire; s'il etait 
re"el, la fonction se re*duirait une fonction simplement pdriodique 
ou & une constante. C'esl lun fait dont on trouverala demonstra- 
tion dans la Note I et que 1'on peut admellre pour ne pas inter- 
rompre F exposition. 

Les fonctions elliptiques sent ainsi deTmies in abslracto. Nous 
allons de'finir, par des series, les e*le"ments analytiques a Taide 
desquels on pent exprimer toutes les fonctions elliptiques. Nous 
indiquerons en mime temps leurs principals propriety, parmi 
lesquellesnous signalerons des a present 1'existence d'un theoreme 
d'addition alg^brique et Pexistence d'une relation algebrique entre 
deux fonctions ellipiiques aux m6mes periodes. 

Une premiere proprie"t<, resultant imm^diatement de la defini- 
tion m6me, est celle-ci : La derivee d' une fonction elliptique est 
encore une fonction elliptique. En eflet, les relations (i i) ajant 
lieu qnel que soit u donnent par differentiation 

/'(a + aco) =/'(a), ^ 
/'( 



La deriv^e/^tt) admel done les periodes 20) et 2^; elle est uni- 
forme comme/(?/) et ses seuls points sin^uliers a distance finie 
sont des p6ies, car Af(u) esl^guliere en un point il en est de 
me*me de /'(0 el si /(") a ^n p61e en un point il en est de 
m&ne de /'(). 

18. ParalMogrammes des periodes. La double pe"riodicite" 
peut se repre*senter g^om^triquement comme il suit. Soit ?/ tine 
quantit^ imaginaire constante, choisie au hasard; conside>ons 
dansle planrepr^sentatifles points repr^sentanl les quantite*s 



et, en g^nfiral, 



ou m et n soat des entiers quelconques posilifs, negatifs ou nuls; 
ces poials.fornaent les sommetsd'un r^seau de paralldogrammes 
tous igaox *& pairallelo gramme P, qui a pour sommets les 
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points 



et recouvrant tout le plan, 

Si w est un point quelconque da plan, il se trouvc dans un de 
ces parall61ogrammes, le parallelogramme P' : par exemple; le 
point w-h 2(0 est dans un parallelogramme voisin dans lequcl il 




occupe la mime position que u dans P'; en g6nral ; les points 
w-f-a/tttD-f-a/id/ sont tons dans des parall^logrammes diflferents; 
ils occupent dans chacun d'eux la mSme place que u dans F; nous 
avons figur6 quelques-uns de ces points. On dit, pour abr^ger, 
que ces points sont des points homologues ou c&ngruents du 
r^seau des parall^logrammes. L'an quelconque de ces paralldlo- 
grammes s'appelle parallelogramme des pdriodes ou paralU- 
lo gramme &lmentaire. 

Les relations (n) expriment que la fonction /(w) reprend la 
m&me valeur en tous les points homologues. II suffit done de 
connaitre la fonction f(u) dans un des parall^logrammes, Ppar 
exemple, pour la connattre dans tout le plan. 



19. Th6or&ne fundamental. Une fonotion elliptique devient 
p^ssairement inftnie dans un parallelogramme 616mentaire, sinon 
se r6duit A Tine cons tante . En effet, si une fonction ellip- 
6tait fii?iej da^s ua paraU6logramtne ^qaeixtaire^ elle sefait 
finie, en tons les ^point^i distance finie /ou xn^ni^, 4 catt$^ de la 
Ap&Me periodicit^jce serai t done tine 
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20. Une fonction elliptique a tm nombre limits de poles dans un 
paralUlogramme l&nentaire. Le theoreme precedent montre 
qu'une fonction elliptique a an moins un p61e dans un parallelo- 
gramme; nous youlons montrer qu'elleen a un nombre limit. En 
effet, supposons que, dans P, une fonction f(u) ait une infinite 
de p61es; divisons le paralleiogramme en quatre en joignant les 



Fig. 2. 




milieux, des c&t^s; dans un de ces quatre paralllogrammes au 
moins il y a une infinite de p61es. Divisons-le encore en quatre en 
joignant les milieux des c6ts; dans un des nouveaux parallelo- 
grammes au moins, il y a une infinite de p6les. En continuant 
ainsi, on obtienl une suite de paralUlogrammes tendant ^ers un 
point a du plan et contenant tous une infinite de pdles. En ce 
point a la fonclion n'est ^videmment pas reguli&re : le point a est 
done un point singulier; mais il ne pent pas tre un p61e, car un 
p&le est n6cessairementisol et nous venons de voir que, dans une 
aire aussi petite qu'on le vent autour de a, il existe une infinite de 
p61es. Ce point est done un point singulier essentiel de la fonc- 
tion, ce qui est impossible, puisqu'une fonction elliptique, par 
definition, n'a d'autres points singuliers que des pdles dans 
un par alttlo gramme. 

Le th^or&me que nous venons de deraontrer est d'ailletirs une 
consequence immediate de la proposition g^nerale du n 7. 

Ainsi, une fonction elliptique a xm nombre limite de p61es 
dans un parall6logramme 6l6mentaire ; tout comme une fraction 
ralionnelle en a uu nombre limit^ dans toutle plan. 

Nous allons donner une premiere expression analytique des 
fonctions eUiptiqu.es mettantea Evidence ces p6les etkurs parties 
principals ; cette expression jouera le m^me r61e que la formule 
.de decomposition des fractions rationnelles en fractions simples. 



22 
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Void comment on forme la fonction qui joue dans la theoric 
des fonctions elliptiques le mme r61e que la fraction simple 

dans la thdorie des fractions r&lionnelles. 



21. Fonctions tf, , p, Z, H. Nous avons rappeU pr^cedem- 
ment le developpement en produit de sin u 



sm u = 



( i 

\ wit 



mettant en Evidence les zeros : o ? TC, arc de cette fonclion. 

Par analogic nous allons former avec M. Weierslrass une fonc- 
tion rdguli&re 3 comme le sinus, en tous les points a distance finie 
et admettant comme zros le point u = o et tous les points 



2 n w 



/w = o 3 i,a, ... 
V n = o } i, 2, ... 



homologues de Torigine dans le r^seau des parall^logrammes. 
Posons, pour abr^ger, 



et consid^rons la fonction dfinie par la formule 



' 



m = o, dri, 2, . . ., dtoo 
n = o, i, 2, ..., 

(v = a /n to + 2 n to' 

w o exclus 



dans laquelle il faut, pour former le produit infini, attribuer Si 
la quantity w toutes les valeurs contenues dans Texpression 
2 mto + 2 /i to', a 1'exception de la seule valeur o qui correspond 4 
m = n = o, 

Quand cette exception doit^tre observe dans un produit infini 
ou dans une somrne infinie, nous le rappelons en faisant suivre 
d'un accent la caract^ristique n ou S du produit ou de la somme. 
Actuellement, nous admettons la convergence du produit (i$); on 
en trouvera une demonstration dans la Ndte IL 

La fonclion du ainsi d^finie s'annale seulement a ux points 
M = O et w = PP = 2m(i) + 2/i(i>'; elle ne devient 
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pour des valeurs finies de u. On voit que cette fonction a un 
fcro simple et un seul dans chaque parallelogramme el^mentaire. 
Tous ces z&ros sont des points homologues du rseau de paralle- 
logrammes. 

Cette fonction d est impair e comme un sinus 



en eflfel, comme m et n prennent toutes les valeurs de oo a 

on peut, dans Texpression du produit, changer m et n de signes 

sans changer ce produit 5 on a done aussi 



Mais alors, en changeant u en zjetcomparant au produit (t3), 
on voit que d( it) = du. 

Enfin, il r^sulte du produit infini que le rapport tend vers i 

quand u tend vers zro, 

De mme que Ton d^duit la fonction coin de sinK, en prenant 
la deriv^e logarithmique, nous consid^rerons la fonclion obtenue 
en prenant la d^rivee logarithmique de du 



w w 



1 -- : 



Nous cUsignerons pour abr6ger celle nouvelle fonction par 
(u} ou ^u. La s^rie qui d^finit ^u est analogue a celie qui de- 

finit cot?^. Elle montre que la fonction %u a pour p61es simples 
tons les points u = o, u = amco + 2^o)^ ? avec le residu + i. En 
effel, la difference 



- 

u ama) a n co 



oil m et n sont des entiers determines, est r^guli&re au point 
u = a/wo) + zn to f . La fonction a done un p61e simple de r- 
sidu + 1 dans chaque parallelogramme elementaire. II en est de 
m6me de la fonction '^(u a), ou a est une constante; cette 
fonction a comme seuls points singuliers les points u = a et 
u = a -f 2 mo) 4- 2 no', qui sont des p6les du premier ordre de 
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residu + 1; il y a un de ces p61es et im seul dans chaque paralle- 
logramme. Ainsiw=aestunp6leet Ja difference(w a) -- ' 
est rguli&re an point u = a. 

La fonction # est impaire comme la cotangente; on peut le 
verifier directement on le conclure de ce que du dtant impaire, sa 

^r 

d^riv^e d f u est paire et le quotient impair. 

Pour 6tudier les propri6t6s de cette fonction prenons-en la d<5- 
riv^e et appelons pu cette d^rivee change de signe 



cette fonction ^tant la d^rivde d'unc fonction impaire esl paire : 
elle a pour p6les doubles les points u = o , u = 2 m co H- a n u ! ; la 

partie principale relative i 1'un de ces p61es est 7 

A x r (u 2 



le r6sidu correspondant est 72 w/. Cette fonction pw est done 
analogue i la fonction -r-j donnee par 



d* log- sin u __ i 



sin 4 a du 

La fonction p(w a), oti a est constant, a pour p61es doubles 
les points a et a + a??7(o 4- a/ito ( ; la partie principale relative a 

un de ces p61es est ( ^^ g _ ail ' (0 _ gW) ^ il y a an de ces P 61es 
et un seul dans chaque paralUlogramme ^l^tnentaire. 

P6riodicit6 de pu. La foaction pu admet les deux pd- 
riodes 20) et 2 CD', 
En effet, si Ton forme la difference p (u + 2<o) - pu, on a 



oil la derntere somioe est ^tendue i toutes les valeurs de m et n, 

sans exception. Cette derniire somme est 6videmxn^tntiJJie> car, 

, en considerant les termes cpri correspondent k une m^e valeur 
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de H, on voit qu'ils se d^truisent deux a deux. On a done 
de m6me, on trouverait 



Effet de V addition des periodes a I 7 argument de */. In- 
t^grons ces deux dernires relations en nous rappelant que Pinl6- 

grale de pu est ou w, nous aurons 



(I7) 1 

ou YI et V d^signent deux constantes introduites par l'intgration. 
En faisant dans ces relations u = co, puis u = <D', on a 

?(eo) = 5( co)4-27), C(eo') = C(~ to'; 4- 2?]', 
d'ou il r^sulte, puisque est impaire, 

ces constantes t\ et i\ r sont ainsi exprimees par des series con- 
vergentes. 

Notation de Jacobi et de M. Hermits. Dans la notation de 
M. Weierstrass c'est cetle fonction ou qui joue le mime r61e 
que - dans la theorie des fractions rationnelles. Dans la notation 

de Jacobij l^rement modifi^e par M. Hermite (Crelle, t. 84), 
ce r61e est jou6 par la fonction impaire 

(19) Z(w) = w - M, 

qui ne diff^re de ^ que par un terme lin^aire en u choisi de telle 
fagon que Z(M) admette la p^riode 20). On a, en effet, 



pus 

Z(w-f-2u>') Z() 

aco') 
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Dans la notation de M. Weierstrass les deux priodes jouent 
done un role sym^trique, tandis que dans celle de Jacobi une des 
p^riodes joue un r6le special. 

Nous verrons plus loin que la constante TIC/ COT/ n'est pas 

nulle; elle a pour valeur ^ ou il faut prendre le mme signe 

que le signe du coefficient de i dans le rapport 
Pour le moment nous poserons 

(20) 7)(o f tor/= o. 

Alors Z(z/) v^rifie les deux relations 

) = Z(u), 



(21) 
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La fonction Z(M), ne diflferant de M que par un terme lin^aire 
en u, a les mmes points singuliers et les m^mes parties princi- 
pales. 

Ainsi, cette fonction 'L(u) a pour p6les simples de r^sidus + i 
tons les points u = o, w = 2 wo> + 2^0/5 il y a un de ces pdles 
dans chaque parall^logramme ; ils sont tons homologues de 1'ori- 
gine u = o dans le r^seau des parall^logramines. 

La fonction Z(w a) a pour p61es simples de r^sidu 4- 1 les 
points u = a et w = a-h 2/rzco 4- 2/ito', homologues du point a 
dans le r^seau des parall^logrammes. Par exemple, dans le voisi- 

nage de u = a, on a : Z(u a) - egale fonction r^guli^re. 

Effet de V addition des pr lodes & V argument de* tfw et 
de H(M). Si Ton int^gre de nouveau les formules (17) oil 

Y J'U 

c^u ., on a 

tfw 

log o^M-haco) = logo'a-i- 

log tf( U -H 20)') = lOgO'M H- 27)' U 

logc et logc' d^signant des consianxes d' integration. En passant 



,? 



des logarithmes aux nombres, il vient 
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Dans la premiere de ces formules faisons u = wet rappelons- 
nous que, tfu ^tant impaire, on ad( to)= tfo). Nous trouverons 



La seconde relation donne de meme 

La fonction d v^rifie done les deux relations 

(22) 



On conclut de la, par Tapplication r^p^t^e de ces formules, la 
valeur de d(u + am to -f- 2/ico') en. fonction de o 1 ^, m el n desi- 
gnant des entiers positifs, n^gatifs ou nuls. Gherchons d'abord 
1'expression de c3*(z^-i- aw + 20^). Changeant, dans la seconde 
des formules ci-dessus, u en w + aco et tenant compte de la 
premiere, on a 



2(0 -f- 2W f ) = 



Mais, comme^co 7 o)V=: ? on a 



On v6rifiera de m^me que, m et n 6tant deux entiers quel- 
conques positifs ou ngatifs, on a 

(a4) <*(u -h amw +- 2nco') = (1 )/++ c s t'Yi+Yi f J(a-i-iw-i-rtco f ) a ' a . 

Dans la notation de Jacobi onremplace la fonclion cs 1 , dont la 
d6rive logarithmique est ^u, par une fonction H(w) (h&tade u}, 
e^galement impaire, ayant pour d<5riv6e logarithmique Z(w) 



On a done, en integrant, 

log H( u) = logo'M - w 2 -h logp, 

logp dSsignanl une constante d'int^gration, et, par suite, 

(25) H(zO==p<r*w wS a'M. 
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Pour determiner p, divisons les deux membres de la rela- 
tion (20) par u et faisons tendre u vers zdro; tend vers i, 
* vers la valeur H'(o) de la d^rivde -r- pour u = o. On a 
ainsi p = H'(o), et la formule (26) devienl : 



- 

- p 2(0 ~> * 

~ 



H'(o) 

La fonction H(#) admet les mmes z&ros qne du* Elle v<5rifie 
les deux relations 



(26) _s3 

)= e "> ( " +W) H(), 



ou 8 d^signe comme plus haut la quantity ^o) 7 COT/. Ces relations 
se tirent, soitdes relations que v6rifie a 1 , soil, par Tint^gration, do 
celles que v^rifie Z. 

Eneflfet, integrant les relations (at), on a, puisqueZ(z/) = -yv "> 

IogH(w-h2w) = log H(w) -+ logo, 

2 g 
logH('w-h 2to f ) = log H (u) -- u H- logo', 

oft cet c' sont'des constantes. On en d<duit 



Faisant dans la premiere w= co, on a, comme H est impaire, 
c = i; de m^rne, faisant dans la seconde u = to', on a 

_ajco> 

c f = e w , On a bien ainsi les formules (26). 

22. Remarque. On a d&s i present des exemples de fonctioiis 
eltiptiques. Ainsi la fonction JDM, qui n'a que des p61es i distance 
finie et qui adrnet les deux p^riodes aco et a o/, est une fonction 
elliptique; il en est de mme de ses de>ives p! u, $ f u> 

Les fonctions a*; H, JJ, 2* jae sont pas el)ipti<jues, car elles. : Vad- 
mettent pas les deux peViod es 20 et ao)'. * 

Nous allons montrer comment, avec les seuls idlemetits 
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tiques nouveaux que nous venous de d&fmir et qui se d^duisent 
tons de ciu, on peut exprimer Louies les fonctions elliptiques. 

23. Cas de d6g6n$rescence. Lorsqu'une des p&riodes 20) 
ou aw 7 devient infinie les fonctions a* et p se r^duisent a des fonc- 
tions connues. Supposons, par exemple to', infini et prenons la 
fonclion p. Dans la srie qui d^finitpw, w> est infini dans tous 
les termes ou figure to', c'est-a-dire ou n est different de z&ro. 
Tous ces termes sont done nuls et p(u} se r^duit & la fonction 



la somme S ; 6tant ^tendue aux valeurs positives et negatives de 
Tentier m } z^ro exclu. Comme la s6rie V - est convergente et 

1C* 

a pour somme -r-> on a 

o 

I V*' T 



, ti)'== oo ) = 

' 



12C0 2 U* 

Mais alors, en comparant a la formule 



_ 

sin 2 z z* d (z 

on a 



(27) 



4 tO 2 . TTZi 

sin 2 

'2 CO 



En integrant et changeant les sigoes, on a 

(28) r(wo)'=oo)= -u-\ -- cot ) 

V ; SV ' ' 2 



20) 



sans ajouter de constante, car ^ est impaire. 

Enfin, int^grons de nouveau et passons des logarithmes aux 
nombres; il vient 



sin , 

'2 CO 



ou c est une constante d' integration. Pour la determiner, divisons 

G* U j 

par wet faisons teadre M vers z^ro, en nous rappelant que tend 
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vers i . On a alors c = i et enfin 

2tO 

7T ! 

(29) tf(z*X=*>):= ^ e 2T^''""sin . 

X *' X ' ' TC 2 to 

On voit ainsi que I 7 analogic avec les fonctions trigonom^triques 
devient I'identit6 quand une des p^riodes est infinie. 

Supposons que les p^riodes soient infinies toutes les deux. 
Alors dans la s^rie p(u] tous les termes sont mils, sauf Ic pre- 
mier, et Ton a 



integrant et changeant les signes, on a 



pus 



On \oit, d'apr&s cela, que la th^orie que nous allons d^velopper 
donnera, comme cas particuliers, les formules relatives aux fonc- 
tions trigonom^triques ou au* fonclions ralionnelles, suivant que 
1'ony supposera une p^riode infinie ou les deux priodes infinies. 

II. PREMIERE EXPRESSION DES FONCTIONS laupTiQUES. DECOMPOSITION 

EN CLEMENTS SIMPLES. CONSEQUENCES. 

24. Cas des p61es simples. Sollf(u) une fonction elliptique 
ayant les pdles a, 6, c, ..., / dans un parall^lograrnme ^Umen- 
taire P, ces p6les dtant d'abord supposes simples et les r^sidus 
correspondants ^tant A : B 7 ..., L. Alors, dans le voisinage du 
point a, on a 

/(M) = - h fonction r^guli^re, 

dans le voisinage de b 

T> 

f(u)= -,- H- fonction r^guli^re, 



Formons la fonction 
' ^(a)/( a ) A X(u - a) B Z(a 6) . . ,^, I Z<U4^ i). 
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Cette fonctioa est rgulire dans le parallSlogramme des pe- 
riodes P, car dans le voisina^de it = a, par exemple, on a 

A 

/()== h fonctioii reguliere, 

Z(w a)= h fonction reguliere, 

done 

f(u) AZ(w a)=. fonction reguliere, 

et, de plus, toutes les autres expressions Z( ),..., Z(# /) 
sont r^gulieres an point a. 

D'ailleurs,/(?j) admettantlesp^riodes aco et a CD', on a, d'apres 
les propri<ts de Z(?^) (q. ai), if 

(3o) 

D'apres ces Equations, la fonction (u) est reguliere dans tout 
le plan & distance finie,"car elle est rguli6re dans le parall^lo- 
gramme P, et, dans les autres parallelogramm.es, elle prend des 
valeurs qui ne different que par une constante de celles qu'elle 
prend dans P. 

Nous allons d^montrerque<E>(?^) ser6duitnecessairement a une 
constante. En effet, la ddriv^e <E> ; (w) est r^guli^re dans toutle 
parallelogramme P, car la d6riv6ed'une fonction r^guli^re est une 
fonction r6guli6re; de plus elle admet videmment les deux pe- 
riodes 20) et aco 7 , comme on le voit en differential les for- 
mules (3o). 

Cette d^riv^e $ ; ( u) est done constante, cotnme etant une fonc- 
tion r^gulifere avec deux periodes (n 19) 



done 



G\ et C d^signant deux constaotes. Mais, comme $(^+2 to) 
doit 6tre ^gal *(M), Ci doit 6tre nul et 9(u) se r^duit i une 
constante C . Ainsi la difference appel^e $(w) est constante. On 
-a done la formule 
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due a M. Hermile et appelee formule de decomposition en ele- 
ments simples. Cette formule est analogue & la formule de d<5- 
composition d'une fraction rationnelle en fractions simples. 

25. La somme des r^sidus d'une fonction elliptique en tous les 
pdles situes dans un parallelogramme des p^riodes est nulle. En 
efFet, nous venons d'appeler A, B, ..., L les r^sidus relatifs aux 
p&les situes dans un parall6logramme des p&riodes, nous avons 
trouv que $(u) est une constante : alors on a 6videmmenl 
$(w-h2co') <$(u}=o. On a done d'apr^s la deuxiime for- 
mule (3o), puisque 8 est different de zro, 



= o. 



Le th^oreme est done 

Ainsi, toute fonction elliptique n'ayant que des p61es sitnplcs 
peut se mettre sous la forme (3i), ou les constantes A 9 B, . * ., L 
ont une somme nulle, 

Inversement toute fonction d^finie par une expression de la 
forme (3i),oules conslantes A, B, ...,L ont une somme nulle, est 
une fonction elliptique : en effet : cette fonction n'a d'autres sin- 
gularit^s distance finie que des p61es simples et, d ? apr6s les pro- 
pri&es de la fonclion Z 5 on a 



26. Formule de decomposition en elements simples dans le cas 
ou certaigas pdles sont multiples, Nous avons, pour plus de sim- 
plicite, suppos^ d*abord que la fonction elliptique considdrde 
n'avait dans un parallelogramme ^l^mentaire que des p61es 
simples. Le cas ou la fonction poss^derait des p61es multiples 
peutfitre regard^ comme un cas limite du prcdent : il suffit de 
supposer que plusieurs des pdles simples viennent i coi'ncider* 

Mais nous traiterons ce* cas directement, par la mme mtfthotjle 
que le pr^cddent. Nous obtiendrons ainsi ^expression la plui $& 
a^rajie des fonctions elliptiques et cela encore avecle settl ^ 
analytique Z(u) et ses ddriv^es. 
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Soient a, 6, . . ., / les poles de la fonction f(u) dans un paral- 
lel ogramme el^mentaire et 



B, 



les parties principales correspondanles. La difFe'rence 






i . -2 . . . p i 



est encore une constante; en effet, dans le voisinage de u 
par exemple, on a 

Z(IL a) = - -4- fonction regulidre, 

u -~~ a 

r L'(u a) = - - -+- fonction rdguliere, 
r L"(u a)= f - '- - H- fonction reguli^re, 



(u a) = ( i)*- 1 ' "^j h fonclion reguliere. 

Done 

AZ(w a) AI Z'(w a)n ^-Z ff (w #)H-. . . 

1 .2 



u - a) = (p t ( u) -h fonclion r^guliere. 



^_ 

Coinme dans le voisinage de u = a, oa a aussi, par hypothese, 
y ( u) =.<p 4 (w;-t- fonction regal i^re, 



on voit que $(w) est r^gati^re au /ppJB^ a; il en est de mme des 
' A. ET'L. S 
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autres p61es. D'ailleurs on a, d'apr&s les propri^s des fonclions Z, 



s 

*( u -+- aw') = 4>( B) ( A -+- B H-. . .-h L), 

car les fonclions Z'(w), Z"(M) sont doublement pdriodiques. On 
verra, cornme plus haul, que la fonction r^gulifcre <5 est constanlc 
el que, par suite, la somme des r&sidus A + B+- . .+ L est nulle, 
L' expression generale d'une fonction clliptique est done 



(33) 



T . '* . . . a i 



la somme S 6lant 6tendue & tous les p6les situ^s dans un paralld- 
logramme, avec la condition 



Ainsi, de mme que toute fonction rationnelle est une combinaison 
lin^aire & coefficients constants de termes de la forme 



w a (u~af (u a)* 

avec la convention que u 00= , toute fonction clliptique est, 

a une constante additive pres, une combinaison lindaire, i coef- 
ficients constants de termes de la forme 

Z(ii-a), Z f (w a), ..., Z(a-"(a a), 

avec la condition que la somme des rsidus [coefficients des termes 
tels que Z(u a)] est nulle. 
Inversement toute fonction /(w), d^finiepar une expression de 

la forme (33), ou 

AH- BH-...-HL = o, 

est une fonction Miptique, car on v^rifie imm^diatement les re- 
lations 



-/() = (A 4- B -4-. + L)= o. 
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27. Formule de decomposition en elements simples avec les 
notations de M. Weierstrass. La formule (33) que nous tenons 
d'6tablir peut s^crire comcne il suit. Nous avons pose 



Done, en differentiant et se reportant a la definition de pit 
comrne la d^rivee chang^e de signe de 

Z"(zO=-pX 



Faisant ce changement de notations, on a la formule 

(34) 



(-!) - ^ - ,J>W-(K a)], 
v 1.2. . .(a i)^ v y j 



ouD d^signe une nouvelle constante et ou la sommeS est encore 
etendue a tons les p61es situ^s dans un mme parall^logramme 
des p^riodes. Les termes Kn^aires en u qui semblent s'introduire 

quand on remplace Z(w) par %u -u, disparaissenl, car leur 
coefficient est - (A.-t- B 4-. . .-f- L), c'est-a-dire o. 

28. Remarques. Dans ces formules de decomposition nous 
avons suppos^ Iesp61es a, b, . . . , I situ^s dans un m6me paralU- 
logramme. Cette restriction est inutile en ce sens qu'on peut 
toujours remplacer chacun des p6les par un point homologue. 
Ainsi soil 



un point homologue de a, on a 



(# a) Z(u a'-hamco -f- 2/1 a/), 
/ 
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Remplagant Z(u a) par cette valeur, on voit que la formula 
reste la mme. La settle valetir de la constante C est modifiee. 

Une autre remarqae est celle-ci. Quand on fait choix d'un 
paralleiogramme elfonenlaire P de sommets 



Wo, w -l-2co, Wo-l-aa)', Zi -h aco-h aco, 

il peut arriver qu'il y ait des p61es tels que a, par exemple, sur 
un c6l6 et, par suite, d'autres p61es tels que a + 200' sur le col(S 
oppos^. On peut etre embarrass^ pour savoir quels sont ceux de 
ces pdlesqu'ilfautregarder commee tan t dans le parallelogramme. 
Alors on remplacera le parallelogramme P par un autre tracd en 

Fig. 3. 




pointill, obtenu en d^plagant infiniment peu le point ft n ('o de 
fagon a <viter qu'il y ait des p61es sur les c6t^s. La m6me rc- 
marque sera utile plus loin pour le cas ou,il y aurait des zdros sur 
des c6t6s. 

29. R6gle pratique pour la decomposition d'une fonction ellip- 
tique/(w)en 616ments simples. II faut tout d'abord determiner 
lesp6Ies de cette fonclion dans un parall^logrammedes pdriodes, 
arbilrairement choisi d'ailleurs; soient a, b, . . ., I ces points. 

II fautensuite determiner la partie principale de /(w) relative 
& chacun de ces p6les. Supposons, par example, quele p61e u=sa 
soil d'ordre a : alors le produit 



est r^gulier et different de z^ro pour u = a. Si done on d6ve- 
loppe ce produit, par la formule de Taylor, dans le voisinage 
de u = a, 



K u ) ~ A a-i + A a-s ( w a ) -h A a -,8 ( ** a ) 
H-A(tt-^d)-*-h(a a)^(w), 

g(u) ^tant une s^rie entifere en (u a), ou a, en ^galant ce 
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veloppement a (u a)*f(u) et divisant par (u a)", le deve- 
loppement 






qui met en Evidence la partie principale cherchee. On pent alors 
ecrire la formnle de decomposition, quand on a fait ce calcul pour 
chacun des p6les situ^s dans le paralUlogramme choisi. D'apr&s 
une remarque que nous avons faite, on peut, dans ces calculs 
comme dans la formule finale de decomposition, remplacer chacun 
des pdles tels que a par un point homologue a-f-a/ttto-f-anco 7 . 
La principale difficult^ pour la decomposition en elements 
simples est la determination des p61es a, b, ...,/, de mme que 
pour la decomposition d'une fraction rationnelle, la principale 
difficult^ est de trouver les racines du denominateur. Nous re- 
viendrons sur ce point au n oO. 

30. II ne peut pas exister de fonctions elliptiques ayant dans un 
paralieiogramme un seul p61e, si ce p61e est du premier ordre. 
En effet, si la fonction f(u) n'avait qu'un p6le simple a de re- 
sidu A, la formule precedente (3i) donnant/(w) ne contiendrait 
qu'un terme AJL(u a). Mais la somme des residus etant nulle, 
on aurait A = o et f(u) = C . La fonction serait done une con- 
stante et n'aurait pas de p6le. 

Mais il existe des fonctions elliptiques ayant dans un parallelo- 
gramme deux pdles seulement, simples tousdeux, u = a elu=b. 
En effet, dans cette hypothfese, la formule (3i) comprend deux 
termes et Ton a A 4- B = o ; la fonction /( u) est alors 



II existe aussi des fonctions elliptiques ayant dans un parallelo- 
gramme elementaire un seul p61e, pourvu qu'il soit d'ordre supe- 
rieur au premier; le r6sidu relatif a ce p6le est nul. C'est ce qu 
a lieu, par exemple, pour pu qui admet 1'origine et les points 
homologues comme pdles doubles de rgsidus nuls. 

D^une mani^re genfrale, les derivees et les puissances positive* 
de p u sont des fonctions elliptiques ayant dans chaque paraMo- 
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gramme un seul p&le homologue du point u = o] ce p6le est 
d'ordre suprieur a i et le residu correspondanl est mil. 

31. Exemple. Decomposition de p 2 w en 616ments simples. La 
s6rie qui d^finit pu montre que, dans le voisinage de Z4= o, on a 



(w) tanl une fonction r6gulire an point o d^fmie par la s^rie 



Comme G(u) est paire et s'annule manifestement pour i^ = o, 
on a, en d^veloppant cette fonction en srie de puissances dans le 
voisinage de u = o ? 



ou, conform^ment aux notations de M. Weierstrass, nous appe- 

~ et ^5 
ao 28 



Ions ~ et ^ les deux premiers coefficients 



Ces expressions de g% et g% s'obtiennent imm^diatement on 
d^veloppant chaque terme de la s^rie (35) suivant les puissances 
ascendantes de w, par la formule 



puis en ordonnant la somme par rapport aux puissances ascen- 
dantes de w. 

On a done, dans le voisinage de u = o, 

37) P K =P + 

et en ^levant au carr6 



w 4 10 14 
Consid6rons un parall6logramme des p^riodes entourant le 
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point ? = o; dans ce paralllogramme p-u a, comme seal p61e, 
u = o; ce p6le est d'ordre 4 et la partie principale correspon- 

danteest , d'apr^s le developpement ci-dessus. Dans la formule 

de decomposition en elements simples (84) il faudrait done 
prendre un seul p6le a=o, puis a = 4, A = A i = A 2 =o ? 
A 3 = i . On a alors 

(38) " ~ T 



D d^signant une cons tan te. 

II est d'aiileurs ais6 de verifier directement cette formule. 
D'apr^s le developpement de pu on a, en diflterenliant, 



u? \ o 

P"Z4 = 1- 2 

r U k 10 

Done la difference 



est r^gulifere an point zj o, car, dans le second membre les 
termes en- disparaissent. La fonction ^(w) est done regulibre 

dans tout le parall^logramme eldmentaire consid6r6 (contenant 
Porigine), et, comme elle admet les deux p^riodes 20) et 2o/, elle 
est 6gale a une constante D . 

La formule (38) est ainsi v^rifiee. Pour determiner la constante, 
on donnera k u UBC valeur particuli^re. D'apr^s les developpe- 
ments de p 2 et de p' 7 , on a, dans le voisinage de u = o, 



d'oi en faisant u = o, D = On a ainsi la formule 

T />V 

(39) 



On formera de mfime, i titre d'exercice, les expressions de 
, p 4 w, ... en fonctions lin^aires de p, p', p /A , . . . par la for- 
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mule de decomposition en elements simples. Ces expressions se 
lireniaussi desformules obtenues en differentianl la relation (3cj) 
un nombre quelconqne de fois et tenant compte de la relation que 
nous allons e"tablir entre j> et p r . 

32. Kelation algebrique entre pit et sa dSrivee p'u. Mulli- 
plions les deux membres de la relation (3g) par p'u et inlgrons 
par rapport a w, nous obtiendrons une formule qu'on pent crire 



ou G d<signe une constante. 

Pour determiner cette constante, on remplacera encore pj p 1 
par leurs d^veloppements en srie donnas plus haut : on vdrifiern 

qae les termes en - disparaissent, et en faisanl ensuitc u = o, on 
irouvera C = g$ . On a done la relation 

(4o) p f =4p s 



alg^brique en p et p f . 

Cette formule donne la deriv^e de la fonction inverse de pu. 
Faisons 

P(tt)=5, 

d'ou Ton lire, en imaginant liquation r^solue par rapport & u, 



it s= 



c'est-i-dire u ^gale Fargument dont le p est 5. La formule (4o) 
donne alors 



*-. 



La deriv^e de u pat rapport i z est done alg^brique en 5, tout 
comme la d^riv6e de arc sin^, 
Comme z est wfini quand u est nul, on a 



(40 



for,nau3e permettant de calculer u en fonction de #,, 
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33. DeVeloppements en series de puissances de pu, SM, tfu. 
Les constantes g<> et g z s'appelleni les deux invariants. Ces 
constantes tant connues, on a, comme il suit, les ddveloppements 
en series de p, ^, d. 

Faisons, dans le voisinage de u = o, 



Les deux, premiers coefficients sont 



Les suivants se calculent facilement par voie recurrente en 
substituant le d^veloppement de p dans Tequation 



et identifiantles deuxrnembres. On trouve ainsi, pour \ plus grand 
que 3 ? laformule rdcurrente 



qui montre qne tous les coefficients sont des polynomes en g% et ^$,. 
Ainsi 



Le d^veloppement de ^u pour de petites valeurs de 'it se 
tire Jmm^diatement du pr^c^deat par une integration, puisque 
%u = fpudit] on a done 



(46) ?tt= - 



sans ajouter de conslante, car ^M est une fonction impaire. Les 
coefficients de ce developpement sont anssi des poljnomes en g 



Les deux, d^veloppements de pet!^ convergent dans le cercle 
ayant pour centre 1'origine et ne contenant dans son intSrieur 
aucun point homologue de 1'origine. 
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Du developpement de ou deduil celui de d puisquc 



Integrant et passant des logarithmes aux nombres, on a 



? 7t L _ 

12 



sans mettre de constante en facteur, car - tend vers i quand (/ 

Lend vers z6ro. II ne reste plus qu'a ddvelopper 1'exponentielle en 
s&rie et Ton a le developpement de du. Oa voit que les coeffi- 
cients de ce developpement sont aussi des polynomes cntiers 
en g- 2 et ^3- Voici les premiers termes du d^veloppement 



On trouvera ce d^veloppement pouss6 jusqu'^i ^^ 85 dans les 
feuilles de M. Schwarz (Formules et propositions pour Vemploi 
des fonctions elliptigues], Puisque du est nne fonction entire 
comme sin M, r^guli^re dans tout le plan, ce d^veloppement de du 
est convergent pour toutes les valeurs de u. Ce d^veloppemcnt esl 
commode pour le calcul des valeurs num^riques de du^ d j u^ d'u 
et 7 par suite, de et p qui s'expriment rationnellement i 1'aide 
des deriv^es de d 



34. Inversion dans les notations de M. Weierstrass, D'aprfis 
ces propriet^s, si 1'on a une Equation de la forme 

(48) "/% -* 

J s VM #i* ^3 

ou g$ et g$ sont des constantes donn^es, on en conclut 



js % est done exprim^ en fonction uniforme de w, et Ton peut, il'aide 
des series pr^cedentes, calculer la valeur de z correspondant & une 
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valeur de M; mais ces series ont le defaut de ne mettre aucune p6- 
riodicil^ en Evidence. On a ainsi une solution du probleme de 
reversion de Finle'grale (48). Les constantes g^ et g* peuvent 
avoir des valeurs quelconques, car liquation 



i) -*a - o * (r o a 

esL v<rifi<*e identiqaement par les developpements en serie ci- 
dessus, quels que soient g z et g s . 

Nous verrons plus loin comment, g 2 et g$ 6tant donnes, on 
peul calculer un couple de pe"riodes 2co et 20)'. 

3S. Integration d'une fonction elliptique. Pour calculer Uin- 
t6grale 

I f( w) du 

d'nne fonction elliptique f(u), on fait comme pour les fonctions 
rationnelles : on decompose f(u} en elements simples et Ton in- 
i^gre terme aterme. Ainsi, dans les notations de M. Weierstrass, 
f(u) peut se mettre sous la forme (34). En integrant, on a 

I f(u) du = const, -h DO u -*-^ A. log ^(M ^) A a ^( ZA -- a) 



T.2...a 



(a-3) f u _ 



Par exemple, la formule de decomposition 6tablie pour p 2 u 
(n 31) donne 

(49) I p*udu = ip'w-f- w-h const. 

36. Homog6n6it6, Pour indiquer les valeurs des priodes ou 
des invariants, M. Weierstrass emploie les, notations suivantes 



le produit qui d^finit <3'^^, il est Evident que si TOD 
multiplie CD, co' et a par un m6me facteur p,, ne change pas el 
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Ton a 



(5o) tf((jt.M|fJUo, (juo') = p.tf(u\ to, co r ). 

Diflerenliant par rapporl a u, on a 



Done 



co, |uo') = CO]o>, to'). 



Diffdrentiant encore par rapport a u 

(53) 



ce qa'on vdrifie d'ailleurs immddiatement sur la s^rie donnanl p. 
D'apr^s les expressions de g% et g-% par des series doubles 
(n'31) 



quand on remplace w et w' par pw et JAW', w est remplac^ par 
et ^ 2 el g- s par ^ et ^|- On a donc'aussi 



(54) 



L'expression | est une fonction de a> el a>' qui ne change pas 

& 3 

quand on multiplie co et c/ par un m^me facteur arbilraire [A; c'est 
une fonction du seul rapport des p^riodes. 

37. Gas de d6g6n6rescence. Quand nne des p^riodes est in- 
finie, V par exemple, on a 



et comme oti a (n 15) 

2 ; _i. J!L 
m^^PTs' m* 
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il vient 

3 



Done on a, dans ce cas, 



Le polynome 4^ 3 *:> g* a alors une racine double, et 
I'inte'grale 



r 



peut s'exprimer par des fonctions circulaires, comme il etait 
pre'vu d'apres les formules du n 23. En calculant cette integrate 
e"le*mentaire, on retrouverait ainsi d'une autre manire les for- 
mules du n 23 (voyez 1'exercice 1, p. 62). 

Quand les deux periodes o> et a/ sont infinies, on a g-*=g's : = o 
et le polynome sous le radical a une racine triple. L'inte*grale 
devient alors 

B-T-*:, 

J s /4s 3 
qui donne immediatement 



III. DEUXIEME FORME DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DECOMPOSITION 

EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 

38. Decomposition en facteurs. Nous allons indiquer main- 
tenant une deuxieme forme sous laquelle on pent mettre toute 
fonction elliptique/(z4) et qui est analogue a la forme d'une frac- 
tion rationnelle dont le nume"rateur et le de*nominateur seraient 
d^compos^s en facteurs du premier degre*. 

Cette nouvelle forme re*sulte immediatement des theoremes pre"- 

c^dents appliques a la fonction f( \ 

J V. U ) 

Remarquons d'abord qu'une fonction elliptique a n^cessaire- 
ment un nombre limits' de z^ros dans un paralle"logramme des p^- 
riodes. Car, si elle en avait une infinite, il existerait a Fint^rieur 
du parallelogramme aa moins un point a dans le voisinage duquel 
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il y aurait une infinite de z^ros; c'est ce qu'on verrait comme on 
Pa fait au n 20 pour les p6les. Mais cela est impossible, car, la 
fonction /(&) n'ayant & distance finie d'autres singularity que des 
p6les, ses z^ros sont n^cessairement isoles (n 7). 

CeJa pos6, soit une fonction elliptique f(u} ayanl, dans un pa- 
rallelogramme des p^riodes, les poles ou infinis simples a\, 
# 2 , . .-. , a r au nornbre de r et les zdros simples b^ b zj * . , b s an 

nombre de s. La fonction J-'V est une fonclion elliplique rdgu- 



partout ou/(?f) n'est ni nul ni infini. Un zero simple dc/(w) 
est pour 4jr~r url P^^ e simple de r^sidu i, et un p61e simple 

de f(u) est pour 4^ un p61e simple de residu i (n 3), 

On a done, d'aprs la formule de decomposition en 
simples, 



(55) 



ou - est la fonction ,En outre, la somme des r^sidus de \. ; *[* re- 

tf ^ ' /(w) 

latifs & tous les p&les devant 6tre nulle, on a 

s r = o. 

Done : Dans un par alUlo gramme &Umentaire le nombre 
'es z6ro$ d y une fonction elliptique est &gal au nombre des in- 
jlnis. Ce nombre se nomine ordre de la fonction elliptique; 
nous reviendrons plus loin sur cette definition de 1'ordre. 

D'aprs ce th^or^me, faisons $= r dans la formule (55) et in- 
t^grons terme & terme, puis passons des logarithmes auxnombrcs; 
nous aurons la formule cherch^e 



(56) /() 

J ^ 

DU a est une nouv&lle constame. Cette formule mei^eia Evidence 
tes z^ros etles infmis de/(w). * * 

Si la fonction f(u) a des z<ros ou des pdles multiply, 
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formule s'applique; il suffit de supposer que plusieurs des points 
6 n 6 a , . . * sont confondus en un seul, ou plusieurs des points a^ 

Dans la demonstration nous avons suppos6 que les points a\ 5 
#25 - 5 #rj &< 5 b$, . , ., b r sont situes dans un m6me parallelo- 
gram me. Ea modifiant convenablement les valeurs des con- 
stantes c et a on pent remplacer un ou plusieurs points a v ou 6 V 
par des points homologues. Par exemple, consid^rons le point 



homologue de a\. Ea rempla^ant dans la formule (22) a^ par 
a 2oj on a 



a\ 2oj, on a 

o'( 
et, par suite 



avec 

c'= c 27], 



39. Tli^or^nie de Liouville. SI Von consid&re les z6ros et 
les infinis d' une fo notion elliptique situes -dans unparall&lo- 
gramme des periodes* la somme des zeros ne differe de la 
somme des infinis que par des multiples desp6riodes. 

On d^montre imm^diatement ce thorme en ^crivant que la 
fonction f(u) sous la forme (56) admet les deux p&iodes 2 to 
et 20)'. Comme on a 



on voit que le rapport *T. r-^ e st ^gal a 



T. r 



Ce rapport devant 6tre I'unit6, on a 

acto -+-^i](ai- i r a 2 4-. , .4- a f bi b z ~-. . . b r ) = 

ou /i est ujx entier. ficrivant de m&ne que J^* = i, on a 

' " 
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liminant c enlre ces deux Equations on a, en verlu de la rela- 
tion 7]o' (071'= ~ que nous ^tablirons plus loin, 

(58) ai-hd^-h. + &r flj 63 ... #/ = 'i/nco-t- a/ico'; 



ce qui demontre le th&oreme* 

La valeur de la constante c est alors donn^e par Tune ou Van tre 
des formules (67) 00(57'). 

Mais on pent simplifier an pea la formule en metlant a profit 
une remarque faite plus haul. Remplagons le point a { par le point 

homologue 

a\ = ai 2 in co a n to'. 

La formule dormant /(M) prendra la forme 

f (u ) = 

J v ; 



oil Ton a 

(5g) <ai 

Mais alors, en exprimant que/(u) admet lesp^riodes 2 to et 2 to', 
on a, par un calcul analogue & celui que nous venons de faire, 



o' = a MTCJ;*, 
M et N d^signant des entiers. On en conclut 



Le facteur Mto-hNco 7 ne peut pas Stre mil, car le rapport-^ 

N 
est imaginaire et ne peut pas Stre gal k -^ Done 



On peut done toujours mettre une fonction elliptique sous la 
forme 

(60) f(u ) = 

{ ' J ^ } 

avec la condition (5g). On pourrait de mfime remplacer d*autres 
z^roset infinis par des points homologues : la formule resterait la 
mme pourvu que la somme des z^ros choisis ^gale celle des ia- 
finis. 
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40. Notations de Jacobi. La formule de decomposition en 
facteurs s 1 cril comme il suit dans les notations de Jacobi. La 
fonctioa H de Jacobi est liee a la fonction a 1 par la relation 



d'ou 



Remplagant alors $u par cette expression dans la formula (60) et 
tenant compte de 

a{ -h a z -h . . . -h a r = 

il vienl 



A ; designant une constante. On a done, en definitive, la meme 
formule fondamentale dans les deux systemes de notations. 

41. Deux fonctions elliptiques ayant les mdmes z6ros et les 
mmes infinis ne different que par un facteur constant. Gela 
reunite des formules pr^c^dentes ou le facteur A seul est arbi- 
traire, une fois les ze"ros et les infinis donnes. 

42. Ordre d'une fonction elliptique. On appelle ordre d\me 
fonction elliptique le nombre de poles qu'elle possede dans un 
paralUlogramme ^Umentatre, cliacun d'eux ^tant compte avec 
son degre* de multiplicity. Ce nombre est aussi egal au nombre des 
zeros situs dans un paraMogramme (n 38) : 

Aiasi pu est du second ordre, p'u du troisieme, 
La fonction elliptique /( a) ^lant d'ordre r, la fonction /(M) 0, 
ou C est une constante quelconque, est aussi d'ordre 7', car les 
p6les de/(w) et/(w) G sont (kidemmenl les m^mes. La fonc- 
tion /(#) G a done, dans an paraUelogramnae, r z^ros quel que 
soit C. Ainsi Nqualioo 

/()= 

a toujours r racines dans un parall^logramnae. La valeur mi- 

A. BT L. s 4 
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nimum que puisse prendre r est 2, car d'apres le th6or6mc 
du n 30 il n'existe pas de fonction elliptique du premier ordre. 

Exemple. La fonction pu est du second ordre. Dans un pa- 
rallelogramme des p^riodes il existe deux valeurs de u Lelles que 
PM = G. L'une d'elles tant a, Pautre esthomologue du point a, 
car pu est paire. Ces deux racines sont distinctes tanl que les 
deux points a et a ne sont pas homologues, c 7 est-a-dire tant 

que 1'on n 7 a pas 

a = a -h 2 m co H- 2 n a>', 



et = 

Si les entiers m et n sont pairs tous deux, celte valeur de G est 
infinie : efiectivement, liquation pz^ = oo a dans chaque parall(5- 
logramme une racine double. 

Si un des entiers m on n est impair, on si tous deux Jc sont, 
G est fini : on trouve ainsi, & cause de la p6riodicit de p, trois 
valeurs diff^rentes de C pour lesquelles liquation p u G = o a, 
dans chaque paralMograinme, une racine double. Ges valeurs sont 
les suivantes : 

m impair, n pair, C = j)co. 
m pair, n impair, C = jW. 
m et n impairs, G = j)(to -f- co'). 

La racine double de pu C = o est, dans le premier cas, con- 
grue a co, dans le second 4 co', dans le troisi&ne a co + co'. Ges 
trois valeurs annulent la drive p'u : les valeurs correspondantes 
le G sont les trois racines du polynoaie 



;omme nous le montrons plus loin (n 46). 

IV. EXBMPLES DE DECOMPOSITION EN FAfiTEURS ET EN lllL^MENTS SIMPLES. 
D' ADDITION ALG^BRIQUB POUR p U. CONSEQUENCES. 



43. Decomposer en faoteurs la fonction doublement p^riodique 

f(u)*=pu-pv> 
ou P est une.constante. Dans un parall&ogramme des p^riodes 
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admet o comme infini double, Done la fonction admet deux. 
os dans un parallelogramme des periodes; on voit que ce sent 
les homologues des points u = 9 et u = v puisque p est paire. 
On a done 

n) cf(u P) 



A d^signant ime constante. 

Cette conslante se determine eu rnultipliant les deux membres 
,par ifi et en faisant ensuite tendre u vers z6ro. II vient 



La decomposition est done donn^e par la formule 

//? N 

(to) p._p P - 






44. Formule d'addition pour JM. Si Von prend les drivees 
logarithmiques des deux membres de I'SgalitS pr6c^dente ? par rap- 
port a u, i\ vient 



(63) 



puis, en 6changeant a et P, 



enfin, en ajoutant raembre a membre les deux ^galitds pr^ce- 
dentes, 



formule que Ton obliendrait Sgalement en d^composant en Ele- 
ments simples les fonctions elliptiques de u qui figurent dans les 
premiers membres. La formule (65) pent 6tre consid6r6e comme 
une formule d'addition pour la fonction w : seuleraent ce n'est 
pas une formule d' addition alg^brique^ car ^(u 4- P) n'est pas 
une fonclioti alg^bri<jue de M et fy- 

4b Formule d'addition de la fonction pa. Si Ton difif^renue 
par rapport & w les deux membres de 1'ggalit^ pr^cddente, on 
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tr ouve 

(66) P" 



c'est une formule d'addition alg^brique pour p u. En y remplagant, 
aprfes la derivation, p"tf par sa valeur 6p 2 */ ^ (3q. 3g) 5 on ob- 
lienip(w-hp) en fonction rationnelle depu, pv,p ! uet p'p. Si, 
ensuite, on y remplace p'z el p 7 ^ par leurs valeurs respeclivcs en 
fonction de pu et p^ 



on obtient p( w + P) en fonction algebrique de p?* et pp. 

Autre forme de la formule d 3 addition. On a, en effecluanl 
la differentiation (66), 



permutant M et 9 on a de mme 



Ajoulons membre a membre et remarqnons que 

p'tt p'C'ss 

d'apr^s liquation (89), il vient 



qui donne p(w+ o) par une formule ou la symdtrie, par rapport 
aux deux lettres u et ^, est en Evidence. 

En diff^rentiant par rapport i u et remplagant p ff u par 

^^2 M I ^ S5 on a de mfime uae form ule d'addilion pour p' ( w -H P), 

oxprimaixt cette fonction en foaction rationnelle de pw, p'u, pv, 
p'p. Une nouvelle differentiation donnera une formule d'addition 
pour p"; etc. 

46. Decomposition de p'w en faoteurs. ^La fonctioti p'u a, 
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dans un parallelogranime elementaire, un p61e triple qui est le 
point u = o, ou un point homologue. Cette fonction est done de 
troisienie ordre. Elle a, dans un paralldlogramme, trois zeros que 
nous allons determiner. Pour cela, partons des relations 



p'(u -+- ato -h 2to')= p'w. 
Faisant dans la premiere de ces formules u= to, on a 

?'(<*) = *>'(-); 
comme d'autre part p' est impaire, 



Done p'(o3) = o. De meme p'((o')=o. 

En fin, en faisant dans la troisieme formule u= to co ; , on voit 
que p f (u>-\-u>')= o. Prenons un parallelogramme Elementaire 

Fig. 4. 

* flU 4* ft) ' 
2W ________ 7 

1 ---- / 




tres voisin de celui dont les sommets sont o, 20), 20)', 2w + 2to' 
et contenantodans son inte'rieur. Alors, dans ce parallelogramme 
trace" en traits pleins, la fonction a le p6le triple o et trois zeros 
n^cessairement simples o , w', to -f- o> 7 . La somme des ze*ros 2 co + 2 co ; 
ne differe de la somme des infinis qui est o que par des multiples 
de pe"riodes. 

Remplagons le zero to + o>' par son homologue to o>'; alors 
la somme des trois ze"ros to, to 7 , to to 7 est e"gale a la somme 
des trois infinis qui est nulle et Ton a 



Pour determiner A, on peut multiplier les deux membre par a* 
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puis faire tendre it vers o. Comme dans le voisinage de o on a 

p' u > -h fonction rguliere, 
r u* 

le premier membre devient 2; comme ^ tend vers i, le se- 
cond membre devient 

A 3*0) 3V tf(w -h CO') 

et Ton a 

, _ ^(^ cu) cyf ?/. to') O^M -H o) 4- co') 
IM- a 



Voici quelques consequences des r^sullats pr6c<denls. Nous 
avons etabli la relation 

p'j w = 4 P 3 ? ^2 P w <?V 

Appelons <?i, ^ 2 , e 3 les racines du polynome 4-c 5 S* z S^ 
alors 

(68) p f * z* = 4(p ^ e t )(p ?^ - i)(p w e 3 ). 

Comme p'a s'annule pour ^=to, ^ = c.)-t-a) / 7 z^=o>', les 
^i , e 2 , e 3 sont 6galeg a pw, JD(W H- co ; ), jow', 



II est Evident, d'apr^s la formule (68) qui donne <p'-M, que le 
second membre de cette formule est le carrd d'une fonction uni- 
forme : nous v&rifions plus loin (n 48) que chacune des diflte- 
rences pu 1? pu e^ pu 3 est le carrd d'une fonction 
uniforme. 

47. Effet de Taddition d'une demi-p^riode d, Targument de pit. 
Dans la formule d'addition (67) faisons p= o>, en remarquant 
que jDo)=:ei, p^a) = o et en tenant compte de 1'expression (68) 
de p /a . Nous obtenons 



De m^me, en faisant dans la formule d'additiou 9 = to + co' ou 
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9 = <o ; , on trouve 



48. Expressions de p z* e^ Fonctions _*!, tfj, cv Dans la for- 
mula (62) tablie plus haul 



faisons p = co, nous aurons 

fw w) 

. 



_ = -- ___ 

mais, d'apr^s les propril6s de la fonction c 1 , on a 

tf( 14 -h to ) = e2-/)zt ^( M _- co), 

comme on le voit en changeant dans la premiere des formules (22) 
u en u o). On a done 

tf*(u to) 

(70) p u p co = e 2 "0" ; 

v/ ' . <f r ^ 

On trouve de m6me 

(7 oy pM _ pW ' = 

Enfin, dans la relation (62) faisons 9 = co -f- o/; il vient 



ou d'apr&s )a formnle (28), dans laquelle on change u en u CD co', 



Les trois diflf^rences consid^es sont done bien les carr^s de 
fonction s unifortoes. M. Weierstrass emploie luje notation 
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p l (u a) est une fonction rationnelle de pu el p' u. On voit de 
mme, en differentiant de proche en proche, que p"(u a), . , ., 
p(<*~2) ( u _ a ) sont 3^ f onc tions rationnelles de p u et p'u. Restent 
les termes tels que (H a). La formule d'addition pour la fonc- 
tion (n 44) danslaquelle on remplace 9 par a donne 



pa 



on a de m6me ?(M 6), . . ., ^(u < I}. Si Ton porte ces valeurs 
dans la formule de decomposition en ^Idments simples, on voit 
que ? dans la somme 



(75) 

^tendue ^ tous les pdles, le terme en ^u disparait 4 cause de la 
relation A 4- B H- . . . + L = o et la somme (76) est une fonction 
rationnelle de p u et p r u. 

Le thorme est done demontre. 

Remarque. Comme on a 

J - 2 pM -3, 



on peat, dans une expression rationnelle en p et p f , eliminer toutes 
les puissances de p f sup&ieures a la premiere en rempla^ant toutes 
les puissances paires de p r par des polynomes en p. On met ainsi 
toute fonction ralionnelle de p et p f sous la forme 



ou P, Q, P<, Qi sont des polynomes entiers en p. 

Multipliant et divisant cette expression par P<(p) p'Q^p) 
et rempla<jant p' 2 par sa valeur en fonction de p, on voit que toute 
fonction rationnelle de p et p 7 , c'est--dire toute fonction elliptique 
pent se mettre sous la forme 



R et Rj ^tant des fonctions rationnelles. II en resulte 

/(-u) 
car p 1 est impair. 
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En particulier, si f(u) est une fonction paire, /( 11} doit 6tre 
gal &f(u) et Rj (p) identiquement nuL Alors 



Si/(w) est impaire, /( w) doit Stre <5gal a /(M) et'R(p) 
identiquement mil. Alors 



Ainsi une fonction elliptique paire esl une fonction rationnellc 
de pu] et une fonction elliptique impaire est gale a une fonction 
rationnelle de pu multipli^e par p f u. 

Par exemple, p(a M), p(3 M), . . . , p(nu] (n entier) s'cxprimcnt 
rationnellement en fonction de pu. On a ainsi des fornmles ana- 
logues ^ celles de la multiplication des arcs en Trigonometric, qu< 
le lecteur ^tablira sans peine par Tapplication r^p^t^e de la for- 
mule d'addition. 

De m6me p f (nu) est 6gal ^ p f u multipli par une fonction ra- 
tionnelle de pu. 

50. Remarque sur riat^gration d'une fonction elliptique sup-* 
pos^e mise sous la forme d'une fonction rationnelle de p et p'. 
Soil la fonction 

/( w) = K (p w) H- j/ w R, (p w), 

oii, comme pr^cedemment, R et Rj d^signent des fonctions ra- 
tionnelles de pu. On aura 



Cf(u) dit, = /*R(p ) du H- A)' u Ri 



La deuxi&me integrate du second membre se ram&ne imm^dia- 
tement ^L Tint^grale d'une fonction rationnelle, car si Ton fait 
u = z elle devient 



on sail calculer qette int^grale. Pour obtenir la premiere, int^grale 
du second membre, on commencera par decomposer la fonction 
rationnelle R de pu en fractions simples, en consid&rant pu 
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comme la variable 



2 

I r\ II _ n \2 / ti . _ * \3 v* , ft * * * ' 



pw a (,pw a) 2 (pu a) 

c , C|, . . ., c v , A, A f , Ao, . . ., B, . . ., a, p, ... tant des con- 
stantes. L'integrale de la partie enti&re en pu s'obtient aisement, 
car on sail (n 31) exprimer p 2 w, p 3 u, . . ., p v u en fonctions li- 
n^aires & coefficients constants de pu et de ses d&?ives p f u, 
p lf u, . . . , de sorte que cette partie enti^re s'^crit 



'M~f- 
son int^grale esl immdiaiement 



Les inl^grales des termes suivants s'obtiennent aussi en d^com- 
posanL ces termes en Elements simples. Pour cela on determine 
d'abord des constantes #, 6, . . . telles que 



Nous avons donne (n 44, formule 64) la decomposition en 

ments simples de ; nous 6crirons cette formule 
r w ^ 



On en conclut, en changeant 9 en a, 

/du i fi tf( w ^) y 1 

- log - - i -H 2 u^a -h const. 
pw pa pL o'(w-H-a) J 

Diflterentiant ensuite la formule (76) par rapport k 9 et divisant 
par p'v, on en tire la formule de decomposition en elements 

simples pour - - -^ - -; diff^rentiant cette nouvelle formule par 
rapport & 9 on en tire de m&ne la decomposition en elements 
simples de^ - -^ ^ et ainsi de suite. Dans ces formules on 

\pU P v ) 

fera v = a et Ton en deduira immediatement les integrates 

/du C du 

(ptt-j>)*V (pw- 
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51. Entre deux f emotions elliptiques f(u) et fi(ii) aux mfemes 
p^riodes existe une relation alg&brique. En eilet, si Ton iait 

X = 

X et Y sont, d'aprs le th^oreme du n 49, des fonctions ration- 
nelles 



(77) X 

des quanlit^s pu et p 1 u li^es par la relation 

(78) p'* U = ,\ p 3 U ff^p U ^3. 



L T ^limination de p et p f entre les relations (77) et (78) donno 
videmment une relation alg^brique entre X et Y 

F(X, Y) = o. 

La courbe (C) d&finie par cette Equation est, en gdn^ral, du pre- 
mier genre. G'est ainsi que si 1'on fait 



on a entre x etjK la relation 



d^finissant une cubique (c) sans point double, sauf dans le cavS 
de d^gen^rescence. Les coordonndes X et Y d'un point dc la 
courbe (C) sont des fonctions rationnelles des coordonncies x et y 
d'un point de la cubique (c). 

On peut, en g^n^al, indiquer le degr^ de la relation entre X 
et Y. Si f(u) est d'ordre / et /I(M) d'ordre r^ la relation 
F(X, Y) = o est de degr^ r^ en X et de degrd r en Y. 

En effet, X 6tant donn^, laformule 



donne, pour w ? r valeurs dans un parallel ogramme; k chacune de 
ces r valeurs, la formule 

Y =/() 
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fait corresponds une seule valeur de Y. Done a une valeur de X 
correspondent r valeurs de Y et Tequation F(X, Y) = o est de 
degre / en Y. On voit de mfime qu'elle est de degre r { en X. 

Par exemple pu est du second ordre, yf u du troisieme ; aussi 
la relation alge"brique entre ces deux fonctions est du second 
degre' en p! et du troisieme en p. 

S2. Toute fonction elliptique /( M) admet un th.6or&nie d"addition 
algSbrique. En effet f(u) est une fonction rationnelle de pu 
et p f u 

De 



Formant ensuite f(u -H 9) qui est une fonction rationnelle de 
p(u-i- p) et p f (u -f- P), et exprimant J>(w-h P) et p r (u + v) en 
fonction de pu, pv, p r u, p f v par les formules d'addition, on voit 
<\ue f(u -{- v) est une fonction rationnelle de p&, pv, p r u, f! v 



)= R^pw, pp, p'w, 
D'ailleurs 



L'6limination de JDZ/, pp, p'?^, p'^ entre les cinq equations pr^- 
c^dentes fournira une relation algebrique entre f(u-\- P), /( M ) 

et /((') 

La r^ciproque de ce th^oreme est vraie en ce sens que : 

Toute fonction analytique uniforme transcendante qui a un 
tlx^oreme d'addition algebrique est n^cessairement une fonction 
simplement ou doublement pe*riodique. Nous nous bornons a 
^noncer cette proposition, dont la demonstration nous entramerait 
en dehors du cadre de cet Ouvrage. 



62 



EXERCICES SUR LE GUAPITHE II. 



EXERCICES SDR. LE CHAPITRE II. 



1. D6montrerles formules suivantes que nous cmpruntons aux Formulas 
et propositions pour I'emplol des fonctions elliptiques, d'aprcs les Le- 
$ons de Weierstrass, redig6es par M. Schwarz, traduites par M. Pad<$. 

Degenerescence. Quand o>' = oo, co 6tant fini et diffe'rcnt dc zdro, on a 



u IT MTC 

= ---- COt 
;^ 200 a to 



i / T: \ 2 

rl - ) W, 
3\2co/ 



IT 2U) 

On le dtoontrera en rapprochant les formulas des n os 23 et 37* 
Formules d' addition pour pu et consequences. 

' 

P^ --- 
r a 



f { p'p 
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(.0) 



04) 



(P')' ' P^ 

L(p po) 3 a(pw p 



' u p' c> __ 



= 0, 



Par 1'integration on deduit de la derniere formule 
(.6) 



tf'll T p U 
= C4 h - S , 

3 u i p u 






2. Le determinant 



i pw pw 



r ptv p w 
ou u, P, w sont trois variables independantes, a pour yaleur 



Pour le d^montrer remarcfuons que ce determinant, consid^re comme 
une fonction de M, est une fonction elliptique d'ordre 3 ayantlep61e triple 
u = o el lea points homologues. Gette fonction a manifestement les zeros 
9 et w, car si Ton fait u = v ou u = w deux lignes sont idenliques. Le 
troisitoe z6ro de la fonction est done homologue du point (P -f- w\ car 
Ja somme des z^ros ne dififere de la somme des infinis, qui est nulle, que 
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par des multiples des pe"riodes. On a done 



G designant une constante inde*pendante dc u. Pour la determiner on mul- 
tipliera par & 3 etl'on fera & = o. Le produit & 3 A tendalors vers a(j)p jw), 
et le second membre tend vers 



Done 



, P p "" P y __ 

' tf P tf W 0* ( V -H I 



D^composant alors J>P j>v en facteurs (n 43) on a la valcur do G ot 
Ton obtient la formule indiquee ( ! ). 

3. Fonctions cr t , a* i9 cr s . Les 6quations 

0*1 w 



defmissent les trois racines carries en fonctions uniformes do w. Si Ton 
donne successivement a la variable u les valeurs 



0)4= to, 0)55 = 
on obtient les Equations 






= co, 




, 




a'w a'w' 



par lesquelles sont de*termine*es sans ambigu'it^ les valeurs dos six racines 
carries. Dans l'hypothse que le coefficient de I dans est positif, on a, 
cntre ces radicaux, les relations 



(3) 





pour des formules de ce genre, HBRMITE, Jownal d$ Crtllt, t. 84, 
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Relations entre les carres des fonctions a*, tfj, tf 2 , ^3. Les relations 

^u 
pu ei=-~^ (A = 1,2, 3) 

donnent, par Pelimination depw, les formules 



i e z }3*u = o, 

cr| u tf\ u -+-(03 ^i)^ 2 w = o, 
tff zj - tf|M-h(0i es)^ 2 ?* = o, 



Differentiations des quotients de fonctions a*. L'equation 

3*) ?/- tfu, tfv U 



CO P' ?/ = 2 ~ 

^ ' r 

donne pour les fonctions 

3u *y. 

^ 2 ^ tfxz^' tfvw 

les equations differentielles suivantes 



(3) 

d t^u ___ __ \lL^^i H^ 

'' ~~~~ e; '"~ ^' ' 



Exemples de decompositions en elements simples. 



. 
du & 3 it 

__ ^? , lf ^V- lf 

"~ ^ * 



p u 






4. Soil <p(w) une fonction elliptique du second ordre aux periodes 2tu 
et aw'. Si cette fonction admet, dans un parallelogramme des pe~riodes, un 

seul p61e double M = a avec la partie principle ^ u _ a) ^ sa derivee 
y'(u) admet dans un parallelogramme les trois zeros a = a -+- a>, p = 
= a -+ to -h to' et Ton a 



4 \au 

A. ET L. 
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Ces th^oreraes se demontrent soit en exprimant cp(w) a 1'aidc de pu 

<p(M) = AP(M a)+ B, 
soit en remarquant que 

d'oti, en different! ant, 



relation qui montre que y'(w) s'annule pour & = a, u = p, a = 7, car olio 
donne, par exemple, cp'(a) = ?'(*) 

Si p(tt) a, dans un paraildlogramme, deux poles simples a et b de rdsklus 
A et A, cp'(z^) admet dans un parallelogramme quatrc zdros 

a -\-h 

> U$ = - ; -- h CO, 

* 



et Ton a 



On le deraontrera en e"lablissant la relation 

'f ( + b a)= 
et, par differentiation, 



5. D6montrer que Ton a, quels que soient les arguments a, &, c, <y, la 
relation 



(^ c), 

designee quelquefois sous le nom d'dquatton a trois ter/nes. Kile r<5- 
sulte de I'identit6 

(A~B)(C-D)-(A-G)(B D)+(A 

o* ro fait 

A = pa, B=p6, 0=1)0, 

et de la formuJe 



6. D6montrer qu'il existe une relation Iin6aire et homoffAne entre Jes 
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fonctions 

&(u + a)*(u a), 3(u + b)3(u b), *(u+ c) f(u c). 

La fonction 

P ^( 



cst une fonction doublement p6riodique ayant^deux poles dans an paralle- 
logramme des pcriodes; on peut determiner le rapport des constantes P 
ct Q de faon que le numerateur s'annule pour u = a; P et Q etant ainsi 
determines, la fonction se r^duit a une constante. 
On retrouvc ainsi la relation precedente. 



CHAPITRE III. 

fiTUDE DES VALEURS RfiELLES DE pu LORSQUE <*> EST RfiKL 
ET w f PUREMENT IMAGINAIRE. APPLICATIONS. 



51. Dans la throne g^n^rale que nous venons cTcxposcr, les 
p6riodes 20) et 2 to' sont des constantes imaginaires quclconquos, 
assujetties a la seule condition que leur rapport soil imaginaire. 
Un cas particulier des plus imporlants, qui sc pr^senle frtSquem- 
ment dans les applications, est le cas ou 1'unc dCsS priodcs '>.<o 
est r^elle et 1'autre 2 w^ puremenl imaginaire, c'est-a-dire ^gale au 
produit de i par un nombre rfel. Comme on pent loujours 
changer le signe des pfoiodes, onpeutprendre aopositif, alors ^(o ; 

6tant suppose purement imaginaire, -r- sera positif aussi, car 

nous avons fait la convention que, dans le rapport > le coefQcicnl 
de i est positif. 

C'esl ce cas que nous aliens examiner en detail, pour fuire 
ensuite quelques applications g^omcStriques ct mecaniqucs. Pour 
que ce cas se prsenle ? il faut ct Jl suffii que les racincs e\, c, (> 9 
soient r^elles. 

I. VALEURS R^ELIBS BE p u QUAND o> ET -r SONT REELS ET ^oslTIFH. 

52. . Les invariants g* et #* sout alors r6els. Si Ton suppose o> 
et ^r r^els et positifs, les invariants 



sont r6els. En effet, toute valeur imaginaire de # correspond 
{Kmr ti> une valeur imagtnair^ conjugu^e, puisqu'en changeant le 
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signe de n on change le signe du coefficient de i. Dans chacune 
des series precedentes, les termes qui correspondent a deux valeurs 
imaginaires conjugu^es de w ont une sornme reelle : on en conclut 
que g* el - 3 sont r^els. 

53. Valeurs reelles de Pargumeiit. En raisonnant de meme 
pour chacune des series 



ou Ton suppose u rfel, on reconnait que pu el p' u sont reelles 
quand Uargumenl u est r6el. 

Les valeurs de u qni rendent la d&riv^e nulle ou infinie sont de 
la forme 



m\ et /?! etant des nombres entiers* 

i Lorsque u croit dc o a a) par valeurs reelles, p'u varie d^une 
manure continue et ne change pas de signe; pour u positif ettrs 
petit p'w est tr6s grande, en valeur absolue, et negative puisque sa 
valeur principale est 



pour u = to, p f u s'annule. 

Done, quand u croit de o a co, la deriv^e est constamment 
gative, et elle passe par toute valeur negative; la fonction pu 
d^croit constamment depuis -f-oo jusqu'4 p& = e\. Cette valeur e\ 
est rdelle. 

Liquation 



montre alors que u croissant de o a to, c'est-a-dire pu d^croissant 
de oo & e } j le polynome 4 p 3 u gi P u g$ ne s'annule que pour 
u = to c'est--dire pour p u = * 4 . Le polynome 4^ 3 g* x ~" ^3 
n T a done pas de racine rSelle sup^rieure a ei : la plus grande 
racine de ce polynome est la valpur que prend p u, quand u gale 
la demi-p&iode reelle. 

L'argumeat u variant toujours de o a to, p r u est n^gatif, et Ton a, 
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en extrayanl la racine, 



ou, en posant x = pu, 

dx 



du = 



Comme x ddcroit de oo a e< quand u croit de o a <o, on a, en 
integrant par rapport a u de o a co et par rapport a x de co a e { , 
par valeurs reelles, 



-r 



2 Supposonsmaintenant que u est rdel mais n'estplus compris 
entre o et co. Les galits 



inontrent d'abord que, quand w varie entre to et o ? p u est 
et plus grande que e^ p r u est positive et prend toutes les valeurs 
positives. 

On peut toujonrs ramener un argument r6el tre compris 
entre co et o>, en retranchant de cet argument un multiple de la 
periode 2 to; les rsultats pr^c^dents s'^noncent ainsi : 

Quand I' argument u est reel lafonction p u et sa derivee p a 
sont reelles. La valeur de pu est plus grande que e { et le signe 
de p f u est celui de ( 1)^+< ? si Von a 



) co, 
m &tant un nombre en tier. 

54. Argument purement imaginaire. Quand 1'argument u est 
porement imaginaire, la fonction p u est reelle et pfu purement 
imaginaire. G'est ce qu'on voit immediatement en se rep or tan l 
aux series. En efiet, si Ton fait u = /p, en supposant 9 rdel, la 

ie pu donne 
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Dans cette derni^re serie ZPP = 27wz'cD+2/?i / z'co'; elle definit 
done, au signe prs, la fonction p(o) construite avec les periodes 
zV et z'co, ou avec les periodes zV el zco, car on peut changer 
le signe d'une des periodes. On a done 



(2) p(V|w, co')= pn> 



La fonction p(zV|co, co'), ou Fargument est purement imagi- 
naire, est ainsi ramen^e & une autre fonction p a argument r^el v, 

construite avec les periodes -r et z'co dont la premiere est encore 

reelle et la seconde purement imaginaire avec un coefficient de i 
positif. Done, quand u est purement imaginaire, p(u) est reelle. 
Cette formule (2) est un cas particulier des formules d'homoge- 
nit dtablies au n 36 : on 1'obtiendrait en prenant p = i. 

Les nouveaux invariants relatifs aux nouvelles periodes -r etf"o> 

se d^duisent des expressions (i) en y remplagant w par iw ; ils sont 
done egaux a g<> et a g$. On peut done ecrire aussi 

(3) p(V; 2, ^) = P(P; ^i, 5-3). 

Si Ton prend les d&riv^es par rapport a 9 dans les relations (2) 
et (3) on a 



Done, quand M est purement imaginaire, p f (u) est purement 
imaginaire. 

La fonctiony = p(v ^r, coj=j3((?; # 2 , 5*3) verifie liquation 



le polynome en y qui est dans le second membre admet pour va- 
cines e\, e^ e 3 . D'apr^s ce que nous avons vu dans ie 
num^ro pr^c^dent, quand v varie par valeurs reelles de oala 

demi-p6riode reelle ^r? lanouvelle fonction p(^) d^croit constam- 
ment par valeurs reelles de oo a p( j ^ i o) j qui est la plus grande 
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racine : , du polynome 4/ 3 g^y H- V L^on a de plus 
(4) "'-^ ^ 



Done, quand M = tV varie par valeurs purement imaginaires 
de o& <o', lafonction^==p(w]o), co'), quiest egale a pfp -r z'coj, 

crota constamment par valeurs reelles de oo a p(o/[<o, co'), 
c'esi-a-dire de oo a la plus petite racine e$ du polynome 



D'une fagon g^n^rale, en appliquant a la fonction p{ p ?-> o)j et 

a sa deriv^e ce que nous avons vu dans le numero precedent, pour 
un argument r^el, on a le rsultat suivanl : 

Quand V argument u est purement imaginaire, la fo no- 
tion j>u est relle etp'u est purement imaginaire, la valeur de 

la fonction pu est n6gative et toujours inferieure & e$ ; *p(u) 
a le signe de ( \} mJr{ si Von a 



w u ^ , w' 

-r < -7 < (m <+ i) ? 
11 i 



m etant un nombre entier. 

5o. Racines ei, e^ e$. Parmi les racines du polynome 
4# 3 ^o x - 3 la plus grande et la plus petite sont done 



Ges deux racines tant reelles et les invariants g$ et g ctant 
r^els, la troisi^me racine e 2 est r^elle aussi : elle est comprise entre 
les deux pr6cdentes et a pour valeurs 



Ainsi r en design ant, comme nous Tavons fait, par e <3 e Zj e 8 les 
racines quf correspondent aux demi-pfeiodes w, 4- o/, to', on. a 



56. Autoes vdleiirs de u rendant p u r^elle. NouS trouverons 
d'autres valeurs de Targument faisant prendre A la fonction des 
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valeurs r^elles en consicUrant les developpernents de p( 
el de p(u + o)), 

1 Argument zj-t-co', u etant reel. D'apres la definition 
memo de pw, on a 



ji = o, d:2, 4, ..., 
v=i, 3, 5, .... 



Lorsque u est r6el, si 1'on change v en v dans un terme inia- 
gi'naire de la s&rie, on obtient tin autre terms imaginaire conjugur 
du pr<5c6dent et la somme de ces deux termes est r^elle. Done 
p(wH-co') est r^e] quand u est rgel. On roit, de menie, que la 
derivee 



p'(ll -i-(0 f ) = 

'' ' 

est reelle. 

Quand w croit par valeurs reelles de o a w, z^ 4- to' varie de to' 
a co -h co' et p'(zt + co 7 ) ne devient ni mil, ni infini, sauf pour les 
valeurs extremes qui annulent toutes deux p'(w + o/). Ainsi 
p'(u-{-u'') garde un signe constant : ^(zt-hu) 7 ) varie toujours 
dans le m&tne sens. Or, la valeur de cette fonction pour M = O 
este 3 ; pour u==to, elle est o><? 3 . Done p(tt + o)') croit constarn- 
ment de e 3 a <? 2 - 

D'apr&s cela, le signe constant de la derivee est le signe 4-. 
Comme cette d6rivee part de z6ro pour revenir a zero et reste finic 
elle a un maximum. 

A ins i t quand u croit de o a to, p(u 4- to') est reel et croit 
de e% a e 2 ; la dtfrivde p^a-t-o)') est relle, positive et inferieure 
& un certain maximum. 

On en conclul une seconde expression de la p^riode reelle, 2 o>. 
En efiet, en faisant 



on a 

, dx 



et quand u varie de o 4 &>, x varie de e$ a e% par valeurs Belles ; 
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on a done, en integrant par rapport a it de o a to, el par rapport 
a cc de e 3 a e 2 



2 Argument it to, etant reel. Consid^rons enfin un 
argument de la forme co + //, t etant reel. Dans la formulc 

p(iV|co, w')= p/P y, ICD Y 
faisons 19 = w 4- /, 

p( w -h zV|w, to') = 



la ibnction qui est dans le second membre rentre, a un change- 
men t de notation pres, dans le cas pr^c^dent. 

Quand t varie de o & -r cette fonction varie constamment dans 

le m^mesens : il en est dememede la fonction p( <o + ft|co, a>'); 
or ? celte fonction part de e { pour arriver a e 2 ; elle d<croit done 
constamment. Sa d6rive prise par rapport a ^, if!( co-f-^|to, w') 
est negative et, comme elle part de zro pour arriver a z^ro, ello 
reste sup^rieure a un certain minimum. 



Ainsi, quand t varie deod^ 9 p( co-H'O dcrott de c { d e\ 

ip'( co 4-^) est negative et reste superieure a un certain 
minimum. 

Coname 

p ( o) -H it [ (0, w' ) = p f to -f- it | w, co'), 

le mme r^sultat s^applique aux fonctions 

) et zp'((o-i- e'O- 



Remarque. Nous venons de trouver des valeurs de u pour 
lesquelles la valeur de la fonction p u est r^elle et nous avons dja 

reconnu que, dans le cas actuel oft les qualities co et ^- soul 

r^elles, la fonction p u peut prendre nne valeur r6elle quelconque. 
Les autres valeurs 'de Targument, pour lesquelles la fonction 
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prend des valeurs reelles, peuvent se d^duire des pr^cedenles, en 
remarquant que liquation 

p u p p = o 
entraine (n 43) 



a des multiples pres des p^riodes. 

57. R6sum6. Consid^rons le rectangle de sommets o, co, 
to + to r , co'. Quand P argument u d<crit le contour de ce rectangle 
dans le sens o, co, o>+u>', CD', o, la fonction pit est reelle et 
diminue constamment de + oo & oo: 

i Quand u va de o an sommet o, pu est reelle et decroit deoo 
a e\ ; p f u est negative. 

2 Quand a va de co & co', pu decroit de e\ a e 2 , p f u est pure- 
uient imaginaire positive, 

3 La variable u allant de co + to' a co', pu decroit de e* a e>^ 
p f u est reelle et positive. 

4 Enfin u revenant de w' a o, pu decroit de e 3 a oo; p'tf esl 
purement imaginaire negative. 

En tout point pris dans le rectangle pu est imaginaire. 

II. fitUDE DE LA CUBIQUE DEPINIE PAR LES EQUATIONS Off = p M, y = p' U. 

LEMNISCATE. 

58. Gas g6n6ral. Consid^rons la cubique ayant pour Equation 
(0 jK 2 =4a? 3 



ou ^ 2 et ^ 3 d^signent des constantes donates quelconques. On 
d&nontre, en Gdom^trie analjtique, que Ton peut, par une pro- 
jection centrale ou perspective, ramener liquation de toute 
courbe du troisi&rne ordre & cette forme. 

Construisons lafonction p(w; ^2^3); nous pourronsexprimer 
les coordonndes d'un point de la courbe (i) en fonction d'un 
paramfetre w, en posant 



A. chaque valeur de u repond alors un point de la courbe, car 
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les fonctions p et p r sonl uniformes : ce point reste Ic meme 
quand on ajoute a u des multiples des p^riodes aco et 2 a/. Rcci- 
proquement, a chaque point (x, y] de la courbe repond, dans tin 
parallelogramme des priodes, une seule valeur de u. En effot, x 
etant donn6 seui, Pequation 



donne, pour u, deux valeurs u\ et u\ et toutes les valeurs 
homologues : comme la fonction p' u est impaire, ces deux 
systemes de valeurs de z, correspondent deux valeurs dey egales 
et de signes contraires ; ce sont les deux valeurs que 1'on tirerait de 
Inequation (i). Si Ton fait choix d'une de ces valeurs de y, il lui 
correspond done une seule valeur de u, ?/, par exemple, et les va- 
leurs homologues. La proposition est ^tablie. 

On a ainsi une representation parametrique parfaite de la 
courbe. 

59. Condition pour que trois points soient en ligne droite. 

Soient M i7 M 2 , M 8 les trois points oili une droite quelconque 

y ax b = o 

coupe la courbe. Les valeurs z^,, u^ u$, situ^es dans nn parall^Jo- 
gramme ^l^mentaire et correspondant a ces Lrois points, sonl ra- 
cines de liquation 

J>'M apu 6 = 0. 

Le premier membre de cette equation est une fonction ellip- 
tique d'ordre 3 : elle a, dans un parallelogramme 6l<mentaire, 
trois zros u\, u*, u$ et un infini triple homologue du point 
u = o; d'apr&s le th^oreme de Liouville, on a done 

(3) Mj-H MS-*- W 3 =: a /ito H- a^'(o', 



n et n f ^tant des entiers. 

Cette condition qui est n^cessaire pour que les trois points 
correspondant k u\ } w a , u$ soient en ligne droite, est suffisante. 
En eflfet, soient M H M 2 , M les trois points correspondant aux 
trois valeurs z^, ,& 2 , u$. Joignons les deux premiers par une 
droite et appelons M^ le point oft cette droite coupe la cubique 
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el u\ * e paramlre correspondant. Les trois points M 4 , 1VL, M'j 
etanl en ligne droite, on a 

If i +- II 2 +- ll'j = 2 771 W -f- 2 /n' 0)'. 

/n et /?i' entiers. En comparant a la relation (3) suppos^e verifiee, 
on voit que z/ 3 ne differe de # 3 que par des multiples des p^riodes; 
done M'g coincide avec M 3 et les trois points eonsidrs sont en 
ligne droite. 

60. Formule d'addition. La relation (3) permet de retrouver 
la formule d' addition de pu. Si Ton appelle u et p les param^tres 
de deux points de la courbe, le point en ligne droite avec les 
deux premiers correspond a. la valeur ( + r) du parametre. 

D'aprfes cela, les abscisses des trois points d' intersection de la 
cubique avec une droite peuvent tre representees par 



et les ordonnees par 

J/P, p'l/, p'(z-H('J. 

Inequation aux^? des points d'iatersection est 



On voit d'abord que la somme des racines est > ce qui donne 
la relation 



a laquelle il faut joindrQ Tune des suivantes 



obtenues en determinant le coefficient angulaire de la droite au 
mojen des coordonn6es de deux de ses points. 
En ^liminant a on trouve le th^oreme d'addition 



On pent d^duire de la mme Equation F(a?)=='o une autre 
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formula d'addition dormant une expression du produit 



qui est Ir&s souvent utile. Posons 

#l=pP, tfj=ptt, 

nons aurons Pidentite 



Prenons les derives des deux membres puis faisons x =z j?, , 
nons trouverons 



) = 4 (#2 #1 )(#3 #1), 
ou ? en introduisant les valeurs de lafonclion y> el se rappelanl qnc 



En particulier, si #= o, on a I' 



qui donne une interpretation geom6trique dela second e d6ri 
et permet de trouver son signe quand elle est r^elle. 

Addition d'une demi-periode. Ces considerations donnent 
une signification g^om6trique simple aux formules d'addilion 
d'une demi-p^riode ^tablies dans le n 47. On les obtient en cou- 
pant la courbe par une s6cante passant par un des points ou elle 
rencontre 1'axe Q&. Ces points A|, A 2 , A 3 ont pour coordonn^es 
y = o avec 



lls. correspondent aux valeurs to, <o + <o', w' de Targument u> 
Si done on coupe par une s^canle joignant le point 



correspondant a la valeur to du paramfelre a un point M! de la 
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courbe correspondant a la valeur u du parametre, cette s^cante 
coupe la courbe en un troisieme point W correspondant a une 
valeur if telle que 

W -H U -h u" = 2 n CL> -h 2 7l' 0)', 

et, en n^gligeant des multiples de periodes, on pent prendre 
u*= (u + to). Ainsi les abscisses des points M' et W sont 

#' = pzt, x" = p( u-}- w). 
D'autre part, en coupantla courte 



par une s^cante issue du point A, 

y = wj(j? eO, 

on a, pour determiner les abscisses ^ et #", liquation 



Si dans cette equation on considere ic e\ comme Pinconnue, 
leproduit des racines (x ~ e^}(x n e f ) a pour valeur 



On a done, d'aprgs les valeurs de x* et of ^ 



ce qui eat une des formules ^tablies dans le n47. On obtiendrait 
de mme les deux autres en coupant par une secante passant par 
I'un des points A 2 on A 3 . 

61. Tangentes men6es d'un point de la courbe. Menons la 
tangente la courbe au point dont le paramSlre est w, celte tan- 
gsnte rencontre encore la courbe en un point; soit 9 le parametre 
de ce point. On a, d'apr&s la condition qui exprime que trois 
points sont en ligne droite, 



p +- 1 it = a n CD H- t 

On en d^dutt 

P a n co -i- 2 # 7 <>' 



M = 



2 2 
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Dans cette formule, on peut donner a n et n 1 toutes les valcurs 
entieres; mais deux valeurs de u qni different par des multiples 
de a co et a to' donnent le mme point de la courbe; il suffit done 
de donner a n et n 1 les valeurs o et i associ^es de toules les ma- 
ni&res possibles. On a ainsi les quatre valeurs de u 



(> (> , C' 

-- , --- j_ to --- h to , 

'2 9 '2 '>, 



Done, par un point pris sur la courbe, on peut lui mener, en 
general, quatre tangentes distinctes de la tangente an point con- 
sider^. 

Points ^inflexion. Comme autre application, cherchons 
les points d'inflexion. Si z^est le param^tre d'un point d'inflexion, 
la tangente d'inflexion coupe la courbe en trois points con- 
fondus avec celui-la; il faudra done faire dans (i), a dcs mul- 
tiples prs des p^riodes, 

z; 1= = u,= z/ 3 = w; 
d'ou 



% n co -+- %n co 
u = ~ 



Dans cette formule, on pent donner a n et n' toutes les valcurs 
entires; mais deax valeurs de u qui different par des multiples 
de aw et a co' donnent le m&rne point d'inflexion. II suffit done dc 
donner a n et n r les valeurs o, i et 2 associees dc toutes les ma- 
nires possibles. On trouve ainsi ne^/points d'inflexion dont les 
parametres sont donnas par le Tableau stiivant, oi u n ^ n > dcsign<^ 
Ja valeur de u correspondant a un choix d^tcrmind des enticrs n 



20)' 4(0' 

? K 0,I ~o~' ^0,2~~o~3 ' 

a co % co -H 9. co' ft to -4- (\ co' 

* 



Ces points sont trois i trois en ligne droite; la droite, qui joint 
deux quelconques d'enlre eux ? passe par un troisi&me; on a, par 



ETUDE DES VALEURS REELLES DE p U. <S[ 

exemple, 



2 = 2 W -f- a to. 



Le premier point ^, ,o est rejete' a rinfini dans la direction 
de Qy. 

62. Condition pour que Zn points de la cubique soient sur une 
coiirbe d'ordre n. Cherchons d'abord la condition pour que six 
points de la cubique soient sur une conique. 

Si Ton coupe la cubique par une conique 

A# 2 H- iiB-ry-hG^H-^Da?-!- 2E/-4- F o, 

Inequation qui determine les parametres des points d'intersection 
s^obtiendra en remplaganl x el y par pu et par p'u. Le premier 
niembre de cette Equation est unefonction doublement periodique 
qui, dans un parall^logramme ele*menlaire comprenant Forigine, 
admel zero comnie p61e d'ordre 6 et n'admet pas d'autre pole; 
1 'equation admet done six racines (n os 38 et 39) et la somme de ces 
racines est nulle, a des multiples pres des periodes. 

Ainsi la condition necessaire pour que six points de la cubique 
soient sur une conique est que les parametres de ces six points ve- 
rifient I^galite 



La coadition est suffisante car si elle est remplie ? la conique, 
passant par les cinq premiers points, coupe la cubique en tin 
sisleme point dont le parametre u' 6 doit etre congruent a u 6 . 

On obtiendrait, de m^me, la condition pour que 3/z points de 
la cubique soient sur une courbe d'ordre n. Gette condition est 



Par exemple, une autre cubique coupe la cubique donnee en 
neuf points qui doivent etre assujettis a une condition, puisque, 
par neuf points donnes, il ne passe, en g^n^ral, qu 1 nne seule 
cubique. Le iheoreme precedent exprime cette condition de la 
fac,on la plus simple. 

Ce theoreme a de tr^s nombreuses applications geom6triques, 
nous en donnerons seulement quelques exemples. 

A. ET L. ( 6 
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Applications, i Lorsque six des neufs points d'inlerseclion 
de deux cubiques apparliennent a une meme conique les irois 
autres points sont en ligne droite. 

En effet, soient M,, u 2: . . ., M O les parainStres des neuf points 
snivant lesquels la cubique donn^e est couple par une aulrc 
cubique, on a la condition 

*<i-f- z^-K. .H- Z^G-f-- --{- "9=0, 

ou, comme dans tout ce qui suit, le signe = indique que I'dgalite a 
lieu a des multiples de periodes pres. Supposons que les six 
premiers points appartiennenta une mme conique, on aura cetle 
autre condition 

K S H-. . .-f- ZJflSHO, 



etl'on deduit de ces deux conditions l^galite 



z^7-t- 

qui exprime bien que les trois derniers points sontenligne droile. 
Le theorem e est done d6morxtr6, 

2 Si 1'on considdre une conique variable passant par qualro 
points fixes pris sur une cubique, la droite qui joint les deux 
points d'intersection mobiles passe par un point fixe dc la cubique. 

Soient u\, u, ^3? *> ^s? w o les paramfetres des six points d'in- 
tersection, les quatre premiers se rapportant aux points fixes. 
Posons 



v est une constante. La relation qui exprime que les six points 
consid&r&s de la cubique sont sur une conique devient 

9 4- z5 H- We E== o ; 

elle exprime que les points dont les paramfetres sont M 5 , U Q et r 
sont en ligne droite. Comme v est le paramfetre d'un point fixe, la 
proposition se trouve d&nonlre. 

Courbes de contact. Les applications suivantes sont relatives 
4 des courbes de contact, c'est--dire a des courbes quiont avec la 
cubique plusieurs points d'intersection confondus. 

3 Considdrons d'abord des coniques trois fois tangentes & la 
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cubique; si Ton designe les paramStres des points de contact par 
u n z/2? l h on doit avoir 

U$ = H 71 tt> -f- a ft' W f , 



on bien 

W t -h- Z/ 2 -4- ttj = 71 W + Tl'w'; 

il suffit de donner a chacun des nombres entiers n et ^les valeurs 
de o et i. 

Si Ton prend 

n = o 7 /i'== o, 



exprime que les trois points sont en ligne droite. G'est 
le cas oil la coniqne se reduit a une droite double ; ecartons ce cas; 
il reste trois families de coniques correspondanl aux relations 



li\ H- 



OQ peut done choisir arbilrairement deux des points de contact 
pour chaque conique d'une famille. Prenons une conique, de la 
premiere famille par exemple; si Ton fait passer une conique par 
tes trois points de contact ,, w 2 , u 89 elle rencontrera encore la 
cubique en trois points it\, u( 2 , w' 3 et Ton aura 



De cette relation et de la condition dfy'k verifiee par ,, ^ 1>5 
on d^dtiit 



et Ton voit que les trois nouveaux points sont aussi les points de 
contact d'une conique trois fois tangente a la cubique appartenant 
& la m6me famille. 

4 Cherchons encore les points de la cubique ou la conique oscu- 
latrice a tin contact du cinqui^me ordre, ou, ce qui revient au 
m&me, les coniques qui rencontrent la cubique en six points con- 
fondus. 

On doit avoir pour le param&tre du point de contact 



= an co 
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ou bien 



Chacun des nombres entiers n et n peut prendre toutes les va- 
leurs de o a 5, ce qui donne 6-= 36 points. 

On trouve parmi ces points les neuf points d'inflexion qu'on 
obtient en consid^rant les tangentesd'inflexion comrne des droites 

doubles, puis 

62-32=27 

points de contact de veritables coniques surosculatrices. Ges 
points sont six par six sur des coniques. 

63. Gas particulier oft w et ~ sont reels. Forme de la courbe. 

z> 

Nature do 1'argument donnant des points r6els. Nous allons 
maintenant examiner le cas particulier ou co et -r- sontrels, de 

fagon & avoir une representation g^omdtrique des resultats du 
paragraphe precedent. Dans ce cas, la courbe a pour Equation 



ou ,, e 2 , 3 sont r^els et ranges par ordre de grandeur de- 
croissante. Pour que/ soitT^el il faut que x soit compris entrc <* 3 
et e. 2 ou plus grand que e { . On voit imin^diatement que la courbe 
esl form^e d'une ovale A 3 A 2 et d'une branche infinie A^ de nature 
parabolique, sur laquelle la tangente tend devenir parall^le ft Oy 

(fig- 5 )- 

Gherchons quelles valeurs il faut donner a u pour obtenir les 

point rels de la courbe. D'abord, pour obtenir les points de la 
branche infinie, il faut donner u des valeurs faisant varier x de 
e^ a 4-oo, c'est-Ji-dire des valeurs r^elles. Puis, pour obtenir les 
points de 1' ovale, il faut donner a u des valeurs faisant varier x 
de e$ Si e 2> c'est-&-dire des valeurs de la forme u + a) ; , u etant r^el. 

On peut facilement suivre sur la courbe la marche du point 
(#>j) quandPargument prend ces deux syst^mes de valeurs. 

Supposons d'abord u r^el; il suffit, i cause de la p&riodicit^, de 
le faire varier de w & + o> ; en remarquant que des valeurs de u 
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egales et de signes contraires donnent des points de la courbe sj- 
m^triques par rapport a 0#. Quand u croit de o a to, x d^croit 
de -+> oo a <?,, y croit de oo & o : on a done la branche infinie de 
courbe situee au-dessous de Qx et Tenant aboutir au point A t 
dont les coordonn^es sont e { et o. Au point A 1 la tangente est pa- 

rallele a Oy puisque -^=p'u s'annule pour u = et que H ne 

Fig. 5. 




s'annule pas pour celte valeur. Quand u varie de o a o, on ob- 
tient la brancbe de courbe symtrique de la precedente par 
rapport a 0^. Nous avous ainsi construit la partie de la courbe 
donn^e par des valeurs r^elles de 1'argument. 

Supposons maintenant 1'argument de la forme M+ to^ et faisons 
varier w, par valeurs r^elles, de o a co; x croit de e$ a e 2 ; y est 
positif, varie d'une maniere continue et part de zero pour revenir 
a z^ro. On a done Ja branche de courbe situee au-dessus de Ox 
et allant du point A 3 (e 3 ,o) au point A 2 (0 2 ,o); les tangentes 
en Aj et A 2 sont parall&les & Oy. L'argument 6tant toujours de 
la forme ^+o) A , en faisant varier z/jpar valeurs reelles dec a co, 
on obtient le deuxieme arc de 1'ovale sym6trique du premier par 
rapport & Ox. Nous avons ainsi construit la partie de la courbe 
(ovale) correspondant aux valeurs de la forme u+ w 7 , u 
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Tangentes paralldles & 0#. Signe de pf f u. Comme on a 
y = pXles \aleurs de u correspondant aux points ou la tangente 

estparalleleaO# sontracines del 'equal! on = o ou p rr w=o. La 

fonction p r/ u : qui est paire et d'ordre 4, a, dans un parallelograrnme, 
quatre zeros deux a deux e'gauxet de signes contraires. II y a done 
sur la courbe qualre points ou la tangente esl parall^le & Ox. 
Deux points, les points B< et B 2 , sont seuls r6els : en effet les 

abscisses de ces points sont racines de 1'equaiion - - = o on, d'a- 

ax 

prs liquation de la courbe, ia# 2 <=: o. Cette Equation, dont 
le premier membre est la d6riv(Se du polynome 4 # 3 g%% g*-> 
a une racine a entre e { et e^ et une autre (3 enire e et 3 ; ccltc 
derni^re setile donne des points rels B f et B 2 . 

L'identit^ ap v ?^ = izp*u #2 = is% z g\ donne le signe de 
p lr u. Sur la branche infinie, x^> a, yfu est positif. Pour 1'ovale, 
sur 1'arc B < A 2 B 2 , p v u est negatif, car x est alors convpris entre les 
deux racines a et p de isa? 2 g<\ sur 1'arc B H A 3 B 2 , f* lf u est po- 
sitif, oar x est inferieur j$. 

Tangentes menses par un point de paramdtre 9. Nous 
avons vu que les quatre points de contact correspondent aux va- 
leurs du param&tre 



PC; c^ 

-- 3 --- t-tD, 

a a ' a 



On peut donc ? par un point P pris sur la courbe, mener quatre 
tangentes, en gn6ral distinctesde la tangente au point consid6re\ 
Lorsque 9 est reel, pour deux des points de contact, 1'argumenl 
est rel; pour les deux autres il est de la forme to ; 4- u { , u { ^tant 
rel. Done, lorsque le point P est pris sur la branche infinie, les 
quatre tangentes sont rdelles : deux des points de contact sont sur 
Povale et les deux autres sur la branche infinie. Lorsque v est de 
la forme (o'+ v {} 9 { tant r^el, on a 



9 _ ' p i 
S ~ T T* 



Les arguments des pouits de contact ne sont ni rels, ni de la 
forme w'+ w n u { 6tant r6el (i des p^riodes pr&s). Par un point P 
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pris sur Tovale on ne pent pas mener a la courbe une tangente 
reelle. 

Points d'inflexion. Nous avons trouve plus haul neuf va- 
leurs du paramStre donnantles neuf points d'inflexion. Dans le cas 
particulier que nous examinons ici, trois de ces valeurs 

20) 4 OJ 

' T' T 

sont reelles; elles donnent trois points d'inflexion r6els situ^s sur 
la branche infmie, le premier a 1'infini, les deux autres aux points 
fi et I 2 syn^triques par rapport a Qx. Ces trois points sont en 
ligne droitc. 

64. Dg6n6rescence. Cas d'un point double. Supposons le 
discriminant g\ 27^-3 nid. La cubique a alors un point double. 
Une des p^riodes 20^ est infinie (n 8 23 et 37)etpz^ se reduita 



X ~~~ ~Q U ~~ -- --" I-"* - 

" 1 2 





sin 2 

20) 

cVou 

KU 
, COS - 

, TT 3 20) 

y = p' u = -7T -- 

4tO a . , TtU 
Sin 3 - 
20) 

La condition necessaire et suffisante pour que les trois points 
correspondant aux valeurs u\^ z^ 2 , z/ 3 du parametre soient en 
ligne droite est alors 

MI -4- 



ou n est un entier. C'est ce qu'il est aise de verifier. En effet les 
valeurs de u correspondant aux trois points ^intersection de la 
cubique avec ]a droite Ax + By -+ C = o sont alors racines de l'- 
quation 



G = o, 
ou, en designant par a, &, c d'aulres constantes, 

TCtt 



cos- 
a I hi- 



. fc TC U -<>* 

sm S siQ 3 

20) 20) 
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Equation da Iroisieme degre en 



t =r COt j 

2 CO 



c = o. 



La somme des produits des racines deux a deux elan I i on a, 
d'aprs la forniule dormant la cotangente d'une somme, 



IT 

COt ( U { -h U$ -h Z 3 ) = 3C, 

2 CO 

d'oii 

TC 

"" ~ ( #1 "4 2*2 H~ W^ ) = ^2 TCj 
2 CO 

ce quiest bien la relation indiqu^e. Actuellementil n'j a plus que 
trois points d'inflexion; car en faisant u\ = z^= z*a= /^, on a 

3; = an co, 
d'ou trois valeurs donnant des points distincts 

Ces points sont en ligne droite car 



d'un point de rebi'oussement. Si ^ a ==^ d = o la cu- 
bique devient 

/2=4^; 

elle a un rebroussement. Alors les deux pgriodes to el to' sonl in- 
finies; on a (n 23) : 



^. 

Les trois valeurs de u correspondan t & trois points en lign< 
droite v^rifient alors la relation 



en effet, elles^ sont racines d'une Equation de la forme 

^ + .1 + ^0, 

W 14 ' 

qui, rendue entiere, ne contient pas de terme en u-. 
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II n'y a plus qu'nn point d'inflexion, car en faisant 

on ;x 

3 it = o. 

Ge point d'inflexion est d'ailleurs rejele a 1'infini. 

65. Rectification de la lemniscate. Soil une lemniscate apnr 
ponr Equation en coordonn^es polaires 

r*=, a cos 26. 
Fig. C. 




L'arc OM = s (fig. 6), compt^ a partir du point double ou 
esl uul, est donne par les formules 



ds = \/c!r* -+ /* rfO* = 



Faisons le changement de variable 



il vient 

._ r <** 

> ~~ / f, r~ 
J^ /45 8 - 

on a done une integrate de la forme 

L 



avec - 2 = 



en conclut 
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On a ainsi une representation geonidtrique de la fonction 
JD(S; i ? o) pour les valeurs reelles de 1'argumenl. 

Actuellement les racines e j? e, e 3 sont -? o et - Les ex- 
pressions 

c'est-a-dire 



on encore 



r 
sont des fonctions uniformes de s exprim^es paries quotients 

*i(s) tfaJV) 0*8(5) 

" 



On a ainsi une representation g6om6trique de ces trois fonctions 
pour le cas gz= i , ^3= o. 

La demi-p6riode r^elle est donne par 



. 

CO = 



^ r 

- a= / 

'3 3 ^ss 5-3 -A 



Elle est egale an quart de la longueur totale de la lemniscate, car 
en revenant la variable r, on a 



ce qui est la longueur de 1'arc OA. 

III. PENDULE SPHERIQUE. CORPS PESANT DE REVOLUTION. 
ELASTIQUE GAtciiE. 

66. Pendule spli^rique. Le pendule sph^rique est constitu<^ 
par un point pesant mobile sans frottement sur une sph&re fixe. 
Prenons pour origine le centre .de la sphere et pour axe des z une 
verticale dirigee vers le haut. En coordonn^es semipolaires liqua- 
tion de la sphere est 
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en ddsignant par / la longueur du pendule, Le mobile esL soumis 
a Taction de deux forces, son poids et la reaction normale de la 
sphere; le thdoreme des forces vives donne done 



-;?4- A. 



De pins, les deux forces ^tant dans un meme plan avec Taxe 
des 5, on peut appliquer le principe des aires a la projection du 
mouvement sur le plan xQy : 



= G dt. 



fy d^signanl Tangle polaire. Ces trois Equations d^terminenl z, r 
et ty en fonction de t. 

Cherchons d'abord a deierminer z : il faudra pour cela eli- 
miner r et ^. Liquation des forces vives peut s'^crire 



De liquation de la sphere, on tire ; = y/ /- -; d'aulre part, 
Tdquation des aires donne 

Cdt Cdi 



Portanl ces expressions dans liquation des forces vives, on a 
une Equation de la forme 



0) 

oil <p(z) d^signe le polynome du troisieme degre 



On en d^duit le temps ^ et Tangle ^ en fonction de z par des 
int^grales elliptiques. 

Pour que -4 soitr6el, il fautqne cp( ( s)soitpositif, Ce polynome 

a ses racines r^elles : en effet, appelons ^ la valeur initiale de z 
et substitnons dans <p (z) la suite des nombres +00, /, z^ J ; nous 
irouverons, pour les r^sultats des substitutions, les signes +, , 
4-, , car * rend ^videmment <p(^ ) positif, la valeur initiale 
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de-~ elant reelle. II y a done une racine ( de cp(z) enlro 4-x> 

et /, une autre 2 enlrc I et ^ 0) nne troisi&me 3 entre S Q el /. 
Ainsi les nombres de la suite 



sonl ranges par orclre de grandeur decroissante. La variable ; um- 
laut de ^J ne peut varier que dans 1'intervalle $% 5 3 . 

Calculde z. La coordonnde z esl donnee en foncliou do / 
par liquation (i) d'apr^s laquelle ^(37) est egal a un polynoir.r 



C(G) du troisieme degre en s. Pour en lirer z par une foncliou 
elliptique de t, nous commencerons par fnire un changemenl li- 
neaire de variable de la forme 

(a) ' ;s = MJ4-N, 

ou 5 designe la nouvelle inconnue etMet Ndeux conslanies lello^ 
que liquation (i) prenne la forme 



(3) 

Par la subslitution (2) liquation (i) devient 



dt 



Pour identifier avec Ja forme (3), il faut ^galer & 4 le coeffi- 
cient de 5 3 et & o celui de s 2 dans le deuxi^me raembre. On a ainsi 



(5) 



Liquation prend alors la forme (3) a condition d'attribuer aux 
constantes g% et g% des valeurs convenablement choisies. 

Comme le polynome y(2)atrois racines 
le polynome transform^ 
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a irois racines r^elles e\, e } e$ 



M 



et Ton a ^ > <%!> #3? car M est positif. 

Construisons alors la fonction pu avec les invariants g. 2 et g* ; 
cette fonction v^rifie liquation 



Si done on pose 

s = pu, z MJDM-H X, 
/z etant regarde comme fonction du temps , liquation (4) devient 



d'oii 



On peut toujours prendre le signe +, car pz^ dtant paire, on 
peat changer le signe de u. On a alors 

ii = z 4- const. 

Clierchons maintenant de quelle forme est la constante. Comme 
la valeur trouv^e pour M est positive, la relation 

z MpK-h N 



rnontre que s = pu varie dans le m^me sens que^. Done quand ^ 
d^croit de z 2 a ^ 3j pu decroit de e> 2 a e 3? u to' est done reel et 
Ton a 

U = t + (I)', 

si Ton comple le temps a partir de Pinstant ou z = 3 . 

La demi-p^riode r^elle (o est le temps que met z a varier de <o 



Calcul de fy. L'angle A est ddfini par liquation diff^rentielle 
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que nous ecrirons, en remarquant que dt = da, 
, Cdu 



Dans cette equation, il faut remplacer z par sa valeur 



le coefficient de du est alors une fonction elliptique de u que 
nous allons decomposer en Elements simples, de fagon i pouvoir 
inlgrer. 

Considerons deux arguments a el b definis par les relations 

(7) J = Mpa-HN, -/ = Mp&H-N, 

ces arguments sont definis aux signes pr6s; nous verrons plus loin 
comment il convient de choisir leurs signes. Alors 1'expression 
de rfi devient 



G 

oil il reste a donner une forme simple au coefficient -rr-/- 

r 2M/ 

Pour cela remarquons que le polynome 

cpfs) __ o(Mpz*-f- N) 

"" " 



se r^duit a ^p^ pour 5= I et 5 = /, c'est-&-dire pour 
et ^/ = 6; comme on a identiquement 



on trouve, en faisant successiveznent u = a el u = b, 

' 



Nous prendrons, en extrayant les racines, 



ce qu'on pent toujours faire ; car jusqu'^ present les signes de a 
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et b n'etaient pas determines; nous les determinons par le choix 
de signes que nous venons de faire pour p'a et p'b. 
On pent done ecrire 

. db p 1 b p' a 

2t-y L = - - - 7- -- -- 

an pu pi) pu pa 

La decomposition da second membre en elements simples se 
fait en appliqnant deux fois la formule (64) du n 44 



En integrant et en remontant des logarithmes aux nombres on 
trouve 



La constante d'integration E 2 se determine par les condi- 
tions initiales. 

L'angle A est ainsi exprime en fonction du temps. 

Expressions de x ety. On a 



D'autre part, d'aprds liquation de la sphere, 



En multipliant membre a membre les 6galites qui donnent 
+ y et 5? + za? 27 on obtient (x+ ?y) 2 , 



-., 

ir H- j v = EM 

^ 

on en conclut 



Enfin, remplaQons M par sa valeur en fonction des elements 
elliptiques, valeur qui peut s'obtenir en retranchant membre a 
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niembre les egalites 



7 
M = - r = -u 



(a + 6j 



.,, 



On a ainsi ^, j, z exprim^s en fonctions uniformes dc t. 
Quand t augmenle de 20), reprend la meme valeur, Tangle po- 
laire i augmenle d'tine certaine consLante. 

67. Corps pesant de revolution suspendu par un point de son 
axe. Prenons pour originele point de suspension 0, pour axes 
lies au corps 1'axe de revolution Os et deux axes perpendicu- 
laires, pour axes fixes la verticale ascendante 0,S| ct deux axes 
perpendiculaircs. On d^montre en Mdcanique ( 1 ) que les angles 
cl'Euler 9, cp, ^, qui d^fiaissent la position des axes lids au corps 
par rapport aux axes fixes, sont donnas en fonction du temps par 
les formules suivantes. D'abord, en posanl cosQ = 5, on a 



ou m, /?, a, (3 d^signent des constantes, dont la premiere />? csl 
positive, de sorte que f(z) est un polynome du troisi^me dcgre. 
On a ensuite 



dt "" i 



/ d^signanl une autre constante. 

11 s'agit de tirer de ces Equations 9, cp, <[* en fonction du temps. 
Jjes calculs, comme on va le voir, pr^sentent une grande analogic 
avec ceux que nous venons de faire pour le pendule sph^rique. 



( l ) Voir ArpELL, Traite de Mecanique, l. H, n 402. 
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Celte analogic peut aller jusqu' Tidentit^, car, dans le cas parti- 
culier 011 le corps pesant de revolution se reduita un seul point 
materiel, il constitue un pendule sph&ique. 

Le polynome/(s) est n^gatif pour les valeurs oo, i et -hi 
de z, tandis qu'il est positif pour la valeur initiale Z Q de s qui 

rend necessairement ~ reel et pour -4-00. II a done ses trois ra- 

cines ^ { , ^ 2 ? ^3 reelles et comprises respectivement dans les inter- 
valles(-hoo, -hi), (+!, 5fl ) et (JS D , i). 

Calcul de s. Commengons par faire un changement lin^aire 
de variable 



ou M et N sont des constaates choisies de telle fagon que 1'equa- 
tion en $ prenne la forme 



(4) 

Par ce changement Fequation (i) devient 



On d^terminera les coefficients M et N de fagon a rendre 
a 4 le coefficient de $ 3 et & o celui de s 2 ; apr^s cette d6termina- 

tion, qui donne pour M la valeur positive M = on pourra 
ecrire 



a condition de donner aux invariants ^ 2 et ^ 3 les valeurs qui 
rendent le premier membre identique au deuxi&ine. 

Les racines du po!ynome/(^) 6tant, par ordre de grandeurs de- 
croissantes s^ 5 2 , ^ 3 , celles du polynome transform^ en $ seront 



Pour que /(jg) soit positif il faut que & partant de varie 
entre z 2 et z$ ; done s devra varier entre # 2 et e 3 . 

Si Ton construct la fonction pu aux invariants g z & gs, cette 
A. ET L. 
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fonction vrifiera liquation 

t . 
(7) 



Nous poserons alors $ = pzj en regardant w comme une fonction 
de , et 1'dquation (5) deviendra 



c'est-a-dire 

/ du V _ du _ 

(dt) - 1 ' Tt-"*^ 

ou nous prenons -j-i, car, pu etant paire, on pent tonjours 
changer u de signe. On a alors 

u = -i- const., 

et, comme s = pu doit rester compris entre e 2 et <? 3 , w to' doit 
tre reel. Nous ferons 

(8) B =* + *>'; 

alors pour ^ = o, u = co', j3tt = c 3 , ^ = 3 . 

Le temps est done compi^ ^. partir d'un instant oit 5 = ^ 3 . 

En r6sum6, nous avons exprim6 5 en fonction uniformc du 
temps par la formule 

.3 = Mpw-h N, u = ^ -f- to'. 

La demi-p^riode to est le temps que met z a varier de 3 3 ^ ^3 et 
inversement. 

Calcul de A. On a 



rfi I -S 2 ~2 

Remplagant, daus cette expression, z par sa valeur 



et rf^ par rfw, on est ramen^, pour avoir ip, k integrer une fonction 
elliptique. Pour faire cette integration il faut decomposer la fonc- 
tion elliptique du second membre en 6l&nerits simples. Pour 
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cela, ddterminons deux arguments constants a et b par les condi- 
tions que pour u = a, s devienne egal & i et pour u= b, z de- 
vienne egal a i 



Ges arguments sont determines aux signes pres par ces deux 
equations, si Ton regarde comme ^quivalentes deux valeurs de a 
ou deux valeurs de b ne differant que par des multiples des p6- 
riodes. On aura alors 

Les rapports i.. n > ~rp- s'expriment d'une manure simple a 

Faide de a et &, Remarquons pour cela que le polynome f(js) se 
reduit a (ji n)* pour z = i et a (p + n) 2 pour = i. 
Done la f one lion /(Mpw + N) se reduit a (^ ^) 2 pour? = a 
et a (P + /i) 2 pour u = b. Mais comme on a identiquement 



on a, en faisant successivement z^ = a et ^ = b } 



En extra jant les racines, nous prendrons 



f . rzi . 

P a=J M ' P^' 

en choisissant convenablement les signes de a et b qui jusqu'ici 
6taient rest^s ind^termin^s. Nous aurons alors 

. dty p^b p'a 



___ 
du " pu pb pu pa 

L'int^gration s'efifectue comme dans le cas du pendule sphi- 
rique. ', 

Si Ton appelle a f/ , p^, y^les cosinus des angles que fait 1'axe 0^. 
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du corps avec les axes fixes 0# i3 Oy\, O-i, on a 



de plus a" et (3" sont les coordonn^es x et y { du point situe sur 
Paxe du corps a une distance i du point 0; en appliquant une 
melhode identique a celle que nous avons suivie pour calculer x 
et y dans le pendule sph^rique, avec ce seul changenient que, 
acluellement, I se trouve remplace par i, on trouve 



.n-.J, - rf(a+6;tf(a _, 

Ji o'f flt 

avec 
Calcul de cp. On a 

dtp CLw u ~ 7i J 

dt &t i ""~" S" 

Decomposant le second membre en fractions simples, il vienl 

= ,, _ n ^i(t_zu^y 

at 2\^H-i ^ i / 

Rempla<jons ^ par M JD w + N et introduisant comme tout a Pheure 
les arguments a et 6, on a 

-r =r TZ-I -.[ -2 1 C ) 

aw 2i\pu pa pu pb/ 

d'ou, en decomposant en elements simples, 
.d 



et en integrant 

= C 



la constante C se d^termiAe en 6crivant, par exemple, que y est 
nul pour ^ = o> c'est-a-dire w = o> ; . 
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68. La courbe elastique gauche 0). - II s'agit de trouver la 
figure d'equilibre d'une tige flexible dont la section est circulaire 
et qui est soumise a Faction de forces appliquees seulement a ses 



Si Ton choisit convenablement les axes de coordonnees, on 
irouve pour definir la courbe cherch^e les Equations different! elles 



(i) 



dans lesquelles #', y, js', x", y, z !f designent les ddrivSes par 
rapport a Pare s des coordonnees ^, y, z et a, p, v des consLantes 
dont les deux premieres sont essentiellement positives. 

Ajoutons membre a membre les equations precedentes apres 
avoir multiple les deux membres de chacune d'elles respective- 
ment par or', y, ^; en tenant compte de la relation 



nous trouvons 



et en differ entiant le premier membre par rapport a s 
(3) 



Multiplions maintenant par 4J les deux membres de la premiere 
equation difierentielle, parties deux membres de la deuxieme et 
ajoutons, il vient 



et si Ton remplace xy* yx 1 et #/' ycf par leurs valeurs 
en fonction de z 1 et de z" tir6es des equations (2) et (3). 



z"(tx, + Y-') V Y* r = 
ou encore 



( 4 ) Voir HERMITE, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 9$; 
et une Note de M. J. Bertrand dans la Mecanique analytique de Lagrange 
(Edition publi^e par M. Darboux, t. I, p. 
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En integrant et en designant par S une nouvelle constante 



Ainsi, des Equations differentielles donn^es (i), nous pouvons 
d6duire le systeme suivant 



=2(5'- 8). 
Servons-nous mainlenant de Tidentite 



nous obtiendrons, pour determiner sf, V equation differentielle 



Dans le cas particulier ouy=o, cette Equation diff&rentielle 
a ? au signe de d pres, la meme forme que celle qui s'est presentee 
a propos du pendule sph^rique et s'integre de la mme maniere. 

Si y ^ o, liquation difFerentielle ne diSfere de celle qai donae 
s = cosfljMans le mouvement cl'un corps grave de revolution, que 
par le signe de d \ la method esui vie dans ce dernier cas s'applique 
done sans difficult^ au cas de Teiastique gauche et Ton pourrait 
d'ailleursmettre les problemes en Equation de maniere a aboutir a 
des equations*differentielles identiques. 

D 7 apr^s{un theor^me du a KirchhoiF, 1'axe d'un pendule sphe*- 
rique ou d'unejtoupie dont la pointe est fixe reste toujours parallele 
a la tangente a une courbe ^lastique gaudhe, le point de contact 
de la tangente d^crivant la courbe avec une vitesse constante (*). 



C 1 ) Foir GREENHOJ., Fonctions elliptiques, p. 3ao et 3a4, POINCARB^ Lemons 
sur la Theorie de VfilasticiU, p. 201. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE III. 



1. Determiner les parametres des points de contact des tangentes 
menees a la cubique x = p u, y = p' u par le sommet AI de la branche 
infinie (to et to' reels). 

En conclure que, Oa? etant suppose horizontal's! Ton considere le point 
le plus haut de 1'ovale on peut prendre pour parametre de ce point une 
quantite de la forme a + to', a etant une quantite" reelle comprise entre o 

w 

et r * 

II suffit pour le voir de prendre an argument w-t- u> r , de faire varier u 
de o a - el de remarquer que h w' correspond a une tangente menee du 

t 2 

sommet Aj. 

2. Le rapport anharmonique des quatre tangentes menses a la cubique 
par un point P pris sur la courbe reste constant quand le point P se de- 
place sur la cubique. 

On peut obtenir ce rapport anharmonique en fonction des coordonnees 
du point P et des coordonnees des quatre points de contact. On exprime 
ensuite ces coordonnees a 1'aide des parametres elliptiques correspondants 
et Ton applique la formule de 1'exemple 2, page 63. 

3- Si Ton appelle points correspondants d'une cubique deux points tels 
que les tangentes en ces points vont se couper sur la courbe, il y a trois 
points correspondants d'un point donn6 et, en designantpar u le parametre 
du point donne", on peut prendre comme parametres des points correspon- 

dants 

^^-l-to ^ 



chacune des demi-periodes definitun des trois systSmes de correspondance. 
Si Ton considere deux couples de points correspondants du m6me sys- 
teme : A, A' d'une part, B, B' d'autre part, les droites qui joignent les points 
non correspondants AB, A'B' ou AB', BA r se coupent sur la courbe et les 
deux nouveaux points sont des points correspondants dans le me > me sys- 
te"me. 

4. Sur la cubique ddfinie par les equations 



on prend deux points dont les parametres different d'une constante v\ la 
droite qui joint ces deux points enveloppe une courbe de sixieme classe. 
Dans le cas particulier ou v a 1'une des valeurs 

w, o> ; , oi -H w', 
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1'enveloppe est une courbe de troisieme classe (qui se presente ici comme 
comptde deux fois). 

Dans 1'equation de la droite joignant les deux points on remplace les 
coordoanees courantes par les coordonnees & ,yo d'un point P , 1'equation 
en K ainsi obtenue a six racines dans un parallelogramme elementaire. 
Dans le cas particulier ou v = a) par exemple, 1'equation en M ne change 
pas quand on change M en w -+ co. 

Remarque. La cubique donnee peut etre regardee comme la hessienne 
d'une autre cubique G et cela de trois manieres differentes ; les courbes 
de troisieme classe qui viennent d'etre definies sont les cayleyennes des 
trois cubiques G (*). 

5. Si deux systemes de trois drones ont huit de leurs neuf points d'in- 
tersection sur une cubique, le neuvieme point d'intersection est aussi sur 
la cubique. 

Cette proposition peut se verifier directement a 1'aide de la condition 
pour que trois points soient en ligne droite; ellepeut aussi se deduire d'un 
theoreme demontre n 62. 

Si Ton appelle tangentiel d'uu point m d'une cubique le point ou la tan- 
gente en m rencontre encore la cubique, les tangentiels de trois points en 
ligne droite sont en ligne droite. 

La droite qui joint deux points d'inflexion va passer par un troisieme 
point d'inflexion; on remarque qu'un point d'inflexion se confond avec son 
tangentiel. 

6. Determiner les points d'inflexion de la cubique 



en etudiant la variation du coefficient angulaire de la tangente. 
On trouve pour les determiner 1'equation 

p'up m u (p ff w)2=o, 
ou en posant x = pit,, 1'equalion 



dont la derivee est 



Si #3 et #3 sont reels, cette equation a deux racines reelles et deux racines 
imaginaires conjuguees. Ces racines sont 

2(*> 20)' 



(') Voir CLEBSCH (LINDEIUJIN), LegoTit sur la Geometric, t. II, p, 38i. 
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si on les designe par a, b : c, d elles verifient la relation 
aS=(a &)(c rf)2-hO c)(a 



qui s'obtient en appliquant les formules (7) et(g) page 62 (S est un inva- 
riant de liquation). 

7. fitant donnes trois points P, Q, R sur une cubique, determiner un 
triangle ABC dont les sommets soient sur la courbe et dont les cotes 
passent respectivement par les points donnes P, Q, R. 

II y a quatre solutions. Si les trois points P, Q, R sont en ligne droite, 
les sommets de Tun des triangles sont en ligne droite : il reste seulement 
trois triangles proprement dits. 

8. Si Ton considere une conique ayant deux fois un contact du deuxieme 
ordre (trois points confondus) avec une cubique, la droite qui joint les 
points de contact va passer par un point d'inflexion. 

9. Si Ton considere Tune des trois tangentes menees d'un point d'in- 
llexion le point de contact est tel qu'il existe une conique ayant en ce 
point avec la cubique un contact du cinquieme ordre (six points confondus). 
Retrouver que le nombre de ces coniques est 27. 

10. On mene la tangente a une cubique en un point P ; soil PI le point 
ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe. On mene la tangente 
en PI, soit P 2 le point ou cette tangente rencontre de nouveau la courbe. 
On determine ainsi une suite de points 

PO, PI, ..., Pr? 

dont chacun estle tangentiel du precedent. Trouver la condition pour que 
le contour ayant ces points pour sommets successifs se ferme et forme un 
polygone de r cotes. 

On ecrit la relation qui existe entre les parametres de deux sommets 
cons6cutifs etl'on exprime que P r coincide avec P ; on trouve que le para- 
metre de PO doit satisfaire a la condition 

-H 2/uo' 



mais il faut encore examiner si le polygone correspondant a une solution 
a bien r c6tes. 

Par exemple, pour r = 3 on trouve parmi les solutions les tangentes 
d'inflexion compt6es trois fois. 



CHAPITRE IV. 

6TUDE SPfiCIALE DES NOTATIONS DE JACOBI. 



I. FONCTIONS DE JACOBI. 

69. Objet du Chapitre. Les series et produits a double entree 
employes pour definir les Elements rf, , p, Z, H a Paide desquels 
on pent exprimer toutes les fonctions elliptiques, peuvent elrc 
remplac^s, aussi bien dans la notalion de M. Weierstrass que dans 
celle de Jacobi, par des series a simple entree beaucoup plus ra- 
pidement convergentes. 

Nous allons exposer ici les notations de Jacobi ; nous avons 
d'ailleurs montr comment on passe d'un syst&me de notations a 
1'autre, en donnant la relation entre les fonctions H et a 1 (n 40). 

70. Periodes. Nous avons deja dit que le rapport des deux 

periodes doit ire imaginaire, sans quo! le reseau des parallelo- 
grammes n'existerait pas. On peut toujours changer le signe de co 
ou de co', car une fonction admeltant pour periodes 2co et 20)' 
admet aussi pour periodes 20) et 20)' par exemple. Nous pou- 
vons done choisir les signes des periodes de fa<jon que dans le 

rapport ^ le coefficient de i soit positif; c'est la ce que nous 

supposerons toujours. Jacobi designe les p&iodes par 2K et 2 z'K' ; 

I/-/ 
dans le cas particulier ou K et K 7 sont r^els, le rapport ^- doit 

^tre positif. Nous pourrons employer tantdt 1'une tantdt 1'autre 
maniere de designer les periodes : on se rappellera que 

to = K, w'=jK'. 

Si, dans le cas general, on pose 

roof _ TCK; 
q = e w =e ^, 
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le nombre q a un module plus petit que I'unite, car la partie 

t 
reelle de 1'exposant - cst negative. 

71 . Developpement en s6rie simple de la fonction Z u. Valeur de 8. 
La fonction 



construite, comme nous Tavons expliqu, avec les p^riodes 20 
et 20)', a pour poles simples de rsidu -+- 1 tons les points 



ou m et n prennent toutes les valeurs enti&res positives, negatives 
et nulles. 

Nous allons construire cette fonction d'une autre manure, en 
formant, a 1'aide d'une serie de cotangentes, une fonction ayant 
les m^mes p61es et les m^mes r^sidus que Z. Le point de depart de 
la mthode reside dans ce fait que la fonction 

7T TT . .. 

cot (u 2/icu )-f- const., 

' V ' 



'2 CO 2 CD 



ou n est un entier determine, a pour poles simples de rsidu 4-1 
Lous les points 



ou 

U = 2771W -i-2/lto', (m = O, 1, 2, . . ., 00). 

Consid^rons la fonction 

VT ^r TC / t\ -i 

U 7l = cot (u a no) ) i , 

20) L 20) J 

ou /i d^signe un entier positif ; elle admet comme pdles simples, 
avec le r^sidu + 1 , tous les points 

u = 2tto>'-h a/no) (TTI = 0, i, 2, ...) 
Gette fonction peut s'ecrire 

cos (M araoV) isin (^ 2/10)') 

1C 20 X X V 

Un= 



Sin - (M 2710) } 
20> 
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71(0 7 

ou en introduisant la qnantit q = c w , 



_ '' 

" 



Cette forme de U rt montre qne la serie 



est convergente, a la fagon d\me progression g^ometrique dont la 
raison serait q-. 

Considerons de meme, en supposant maintenant n enlier et n<5- 
gatif, la fonction 

V= cot (u 2/io>')-H i ; 
2to |_ aw v J 

elle admet comme p6les, avec le residu + 1, tous les points 

u = 27ia>'-h27n<0j wi = o, r, 2, .. .: 
on peut F^crire 



Kill 



<j 0) ^-2_ j 

etl'on voit que la s^rie 



est convergente. 
Nous allons verifier que la fonction 



TZ TtU 

= cot 

a ft) 2tO 



7C f It . rx , 

cot (a 2/ico r ) 

2W L 20>^ ' 

= 

- 00 

7, COt (U 2ttU/)-l- Z 
^M 20) 1_ 20> J 



est identique a Z(tt). 

D'abord cette fonction $( w) est impaire comme Z ( u) ; on le v^- 
rifie imm^diatement en ^crivant la s^rie qui donne 4( u) : cette 
srie est 6gale & - $(w). La fonction $( #) a les m^mes pdles et 
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les mmes r^sidus que Z(w). Elle satisfait aux relations 



. 
to 



La premiere de ces relations est^vidente, carchaque cotangente 
admet la periode aw; la deuxi&me se trouve en formant la diffe- 
rence 



et remarquant que, dans la difference des deux series, les ternies 
se detruisent deux a deux sauf deux ternies - - 

2 CO 

Considerons alors la fonction 

W(M) = *(M) Z(H)- 

Celte fonction estr^guliere en tousles points a distance finie, car, 
dans le voisinage d'nn point 



on a 



<!>()= - 1 -T- fonction reguliere, 
v z* 2m to D 



Z(zO= - 7 -4- fonction reguliere, 

V ' ' 



et, en retranchant, on voit que ^"(z) est rdgulire au point con- 
sidere. En outre, d'apres les relations que verifient Q(u] etZ(z^), 
on a 



En r^p^tant un raisonnement qui a dej&6t6 fait (n 24) on voit 
que la fonclion W(u) est une constante et de plus que Ton a 



Ainsi 

<E>(w) Z(w)-h const. 

Cette constanie est nulle puisque 9(u) et TJ(U) sont impaires 
toutes les deux. 
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En definitive, on a obtenu pour Z(zj) le developpement 



z()= cot + y --[cot (-')-' 

' a to 20) ^U 2 o) [_ 2 GO x 

71=1 

- 00 

27t r TC / r n 
- COt - (ZJ 27ZO) )4- I . 
20) L ato ' J 

/l= 1 

De plus, en se rappelant que Ton a pose 8 = */}a/ COY/, on 
voit que 1'on a d&nontre la relation suivante 



, , JTu 

y,w cor, = ~- 



72. Fonction H. Nous avons deja defini la fonction H comme 
une fonction dont la derivee logarithmique est Z. L'expression 
simple que nous venons de trouver pour Z va nous donner, par 
integration, un produit tres convergent servant a definir H. Le 
probleme se pose comme il suit : 

Trouver la fonction dont la d^riv6e logarithmique est 



= cot - 



00 

7 cot (u -h2/ito f ) -f- i\ 

^2CO|_ 20) V y J 

n = l 

CO 

-7 cot (^ 2/i to') z . 

^J2a>L 'IM J 



Pour ecrire le second membre, nous avons, dans une des 
sommes qui figurent dans Z u, chang6 n en n. 
Si Ton int^gre entre o et u le terme 



on trouve 



COt (&-{- 27iO)')-h I I, 
2 0) |_ 2 0) J 



sin ( u -h 2 71 co' ) 

T 20) 

Log -H -_., 



. TITTO) 20) 

sin 



puis en remontant des logarithmes aux nornbres 



sin ( 



. 71TTO) 

sin - 
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ou bien 



ou enfin, en effecluant an num^rateurpuis enmultipliantles deux 

/-rcay 
termes par e w , 



inn 



' 

On a done 

CO BO * Kit 

v ^ r TC , ,v n ^ r TTI 7 2 "0 w 

> - COt - (z-ha/lto/)-|-i ss-r-Loff I I - - - r -- 

-AJawL ^ w J ?a JL1 i <? 2li 

= 1 n = 1 

On voit de mme que 

**" 

2-r. r T: . .. .1 </ r TTTT i <7>e w 

cot (M a/iu/) i = -7- Log I I - ^ - - 
20) [ ii(o v y J o?w. i q* n 



Nous avons ainsi les expressions des deux sommes qui entrent 
dans Z(w). 
D'ailleurs 

cot zi= -j- Log sin 



Done on peut cri 
en posant 



ou G d^signe nn facteur constant. On trouve enfin , en effecluant 
Je produit des deux facteurs da terme 



= C sin i-i* n cos 



73. D^veloppement de H(M) en sfoie trigonom^trique. Le 
produit II qui figure dans 1'expression ci-dessus <le H(z^) peut 



I 12 CHAP1TRE IV. 

etre ordonne suivant les puissances positives de cos : comme 
une puissance positive de cos est egale a une somme de cosinus 
des multiples de 3 on voit que le produit n pent tre dvelopp^ 
en une serie de la forme 

_ Kit 27CZ* 

n = c -f- GI cos -- h c-i cos --- h ---- 

U) 0) 

Pour avoir H(#)il faut multiplier par A sin ; on peut, dans 
le produit obtenu, remplacer chaque terme de la forme 

. it u KKU 
sin cos 



2 w to 



par une difference de sinus. On est ainsi conduit pour H( w) a un 
ddveloppement de la forme suivante, ou, d'apres les notations de 
Jacobi, nous faisons w = R, G/= /K' : 

TT, N . KU 

ti(u) = a sm 
on bien, en remplatjant les sinus par des exponentielles 



A e 2 * -A t e ^K __.. 

Pour determiner A 0? A, , . . . , on se sert de la formule (26) du 
n 21 ou Ton remplace 8 par sa valeur 



On a 

JltU Si TEW 5/1CM 

H(a-i-2/K / )= A a ^e 2 ^ H- A j */"*" -+ A 2 ^ 

T i<Ku T a ^' ff " T 

_A.-.- -A^.-Tr-A.^ 

D'autre part 



3/TUli A 5/7CM 

" 
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Identifiant ces deux series, on a les relations compatibles 



, ..., ^, _ ? 

1 A T A * A, * A [ A * 4 

? -~~^ A I> 5 A i = -^ A *> . 9 A *- 1== -^i A ''' 

qui se reduisent a 



d'oia, en multipliant membre a membre, 

A*=:(--l)0aOw-l) 

On a done 



~T> 

2 Ji 



Le coefficient B peut ^tre choisi arbitrairement, car jns- 
qu'ici fl(w) n'a eL^ d^fini qu'a an facteur constant pres. On 

prend B = 2,q r et Ton a pour H.(u] le developpement 



encore 



* 

sm -^ av/^ 9 sm =- -1- 2/^ 2 sm ^- 



Cette s^rie converge Ires rapidement, plus rapidement qu'une 

progression geom6trique, car les exposantsdey* croissentcomme 
les carres des nombres entiers. 

Quand il sera n^cessaire d'indiquer les periodesavec lesquelles 
est construite la fonction H(M) nous ^crirons cette fonction 
H(w|K, iKJ)^ notation analogue a celle que nous avons employee 
pour <$u en 6crivant rf(z/|o>, o> ; ). 

A. ET L. 8 



Il4 CHAPITRE IV. 

74. Fonctions H, HI, 9, 0i de Jacobi. Nous avons vu que tfu 
et H(a) sont analogues a^sin^ tandis que p# esL analogue a 

JiL T En Trionomtrie on introduit, enmeme temps que 
^ 2 . & 



ces fonctions, celles qu'on en d6duit en ajoutant a 1'argument u 
une constante to <5gale a la moiti(5 de la p^riode 2 to, et Ton pose 



TUW . 7T , 

cos = sin (u H- 



De mme, a cot^ de la fonction H(w) construite avec Jes pe- 
riodes aK et 2?K', on considere les fonctions obtenues en ajou- 
tant successivement a 1'argument u les demi-periodes K, K/ et 
KH- zfK A , ou du moins des fonctions qui ne different de celles-la 
que par des facteurs exponentiels simples. 

En d^signant par X Pexponentielle 






l=e **' 
lineaire en &, on d^finit les fonctions H i? , 0, par les ^galiles 



(0 



les deux dernieres montrent imm^diatement que 

(2) ^i(a) : 



car, si Ton ajoute K w, X se reproduit multiplie par i. 

Voici quelques details sur les expressions de ces fonctions par 
des series. 

Tout d'abord la formule 



donne, pour definir HI (if), la srie 
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ou en remplagant les cosinus par des exponendelles et en re- 
marquant que (2/2 -H i) = 2( n - 1) -HI 



(Si-Hi' _^ ) 



On peut encore donner une autre forme & cette serie en consi- 
drant Pexposant de e qui est du second degr en (2/1 + 1), 
comme forme par les deux derniers termes du developpement de 



On a ainsi 



Passons maintenant a la fonction 0<. On a par definition 

^(u) = ~ ' 

Or 



Dans la nouvelle s6rie le nombre pair (o.n -H 2) prend toutes 
les valeurs de ooa +00; on peut le remplacer par 2/1, on trouve 

alors 

jt?/ 9 



s6rie analogue a celle qui d^iSnit H^M), mais ou figure, dans le 
terme g6n^ral, un nombre pair 2/1 a la place de (2/z -f- 1). 

Quand on augmente w de z'K' les sommes qui figurent dans les 
expressions de [< ( u) et t ( u) s'echangent Tune dans Tautre. II en 
est done de mme pour H^ (u} et & { (M), ^ un facteur pr&s prove- 

7UU 1 

nant de 1'accroissement de Fezposant de e 4RK '. On v^rifie ainsi 
les egalil^s suivantes qui r^sultent aussi des Equations (i) 

' = r^ (s " +/K/) e 1 = X 
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La serie qui d^finit lafonction i (u) peut s'<5crire en effectuant 

_2EIll 
la multiplication de chaque terme du second membre pare 4Kl1 ' 



ou, en associant les termes qui correspondent a deux valeurs de n 
egales et de signes contraires 



7CW . 27TW 

COS ~K~ "*" 2 ^ C S -TT- 



Enfin, la quatrifeme fonction 6(w) pent se definir au moyen de 
l^galite 



on a done 

rt , x Ottt . 21TM . Xf , M . 71TTW 

Q(u) = I 2^ COS-rr- -I- 2^* COS -^r -- K . .+ ( l) ;i *"COS =^ -- H ---- 

II r^sulte de ces d6veloppements que, la fonction H(w) seule 
est impaire, les trois autres sont paires 



75. Z^ros des fonctions H, H 1? e, 6^ Les zdros de H(w) sont 
connus. Ceux des trois autres fonctions s'en d^duisent immddia- 
tement d'apr&s les egalit^s (i) qui definissent ces fonctions a 
Taidede fl(tt). 

Les resultats sont donnas par le Tableau suivant dans lequel on 
ainscrit, en face de chaque fonction, 1'expression g&ierale de ses 
zdros et oii m et n d^signent des nombres entiers 



76. Formules relatives 4 Taddition d'une p^riode ou d^une demi- 
p&iode. Gonsiderons, en premier lieu, la p^riode aK et sup- 
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posons qu'on ajoute cette p&riode a 1' argument, on a (Tabord 
H(w-+-aK)= H(tt), 

corame cela r<sulte des developpements de Hw en s&rie simple ou 
en produit simplement infini, developpements qui ne dependent 

que des sinus et cosinus des multiples de ^- 

^L J\. 

Les galit6s qui definissent, a Taide de H, les trois autres fonc- 
tions donnent le rdsultat correspondant pour ces fonctions; on 
trouve ainsi 

H(zt-^aK) = H(M), 

Jss H!(M), 



Si Ton ajoute seulement la demi-p^riode K on a d'abord par 
definition 

H(M4-K)=H 1 ru), e(it-i-K) = 61(11), 

et, en tenant compte des resultats precedents, on trouve 

H 1 (w-hK)= H(^^) J e t (m-K) 
R^unissons ces formules 

) = Hi (a), 



Consid^rons maintenant la p^riode aK ; . Les resultats $\>b- 
tiennent ais^ment pour < et H< en se servant des developpements 



Si Ton augmente de az'K' Pargument, chacune des fonctions & it 
, se reproduit multipliee par le mme facteur que I 7 expo- 
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neniielle 



Dsignons par [x ce multiplicateur, c'est-i-dire posons 



nous aurons 



Pour passer de la aux fonctions et H, il suffit de diminuer Tar- 
gumenl de K dans les formules pr6cedentes : < (u) et H< ( u) de- 
viennent respectivement @(#) et + H(#), [x se reproduit mul- 
tipli^ par e, c'est-a-dire i, et il vient 



iK') = H- HI(W). 
R^unissons ces formules 



Si Ton ajoute la demi-p&riode 'K', nous avons vu (n 74) que 
les fonctions 6j ? H 1 s'echangent aun facteur prfis X d6Gni par 



i -n?' 
A = e 4K 



w 9 

X est le multiplicateur de 1'exponentielle e * KK/ " correspondant ik 
Faccroissement ^R 7 de Pargument u. 

Si, dans les formules ainsi obtenues, on retranche K de 1'argu- 
ment, et si Ton remarque que \ se reproduit multiple par i, on 
trouve les formules correspondantes pour @ et H. On a ainsi 



iK 7 )^ XH 1 (a), 
'= \*i(u), 

iXH(a) J "" 

H(a-t-tK f )= A 6(1*), 



Enfin, si Ton veut ajouter la demi-p^riode BL + zK 7 , il suffit 
dans les formules pr6c6dentes d'ajouler K a l'argument ; ce qui 
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donne 

= A HO), 



77. Addition d'un nombre entier de p&lodes. Supposons 
d'abord que 1'on ajoute 2ttK & I' argument; cela revient 3 ajouter 
n fois successivement aK et, comme le signe de la fonction pent 
seul changer, le r^sultat se d^duit immdiatement des foramles 
relatives a I 5 addition de aK. 

Supposons maintenant qu'on ajoute 27raz'K', on pourrait encore 
ajouter successivement mfois 2 ^'K A ; mais on peut obtenir de suite 
le rSsultat en remarquant que chacune des fonctions 1 etHi est 
gale (n 74) &. une fonction admettant la periode az*K/ multipli^e 
par 1'exponentielle 

& 
D'apr&s cela 



en remplaant dans ces formules u par u K, on trouve 



_ i^ / M i m im 



Enfin, on demontrerait de m6me 




78. D6veloppements de Ht, 0, e t en prodiiits inflm'R simples. 
Ges d^veloppements se d6duisent du d^veloppement de H(^^) 
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obtenu plus haul par 1' integration de la serie de cotangentes qui 
donne Z(u). Nous avons trouv6 (n 72) 



Cherchons d'abord le d^veloppement de la fonction 



tnu 

Quand on ajoule zKJ a 1'argument w, 1'exponentielle e * se 
reproduit multipliee par q\ le facteur 



aK 0,1 

devient 



et Ton obtient 



Si Ton fait entrer dans le produit le premier facteur, on voit 

fi in a 

que les facteurs contenant e K sont de la forme T q*n+* i*~ 
ou n varie de o a oo, et les facteurs contenant e r de la forme 

inn 

1 ? 2/HM e K , ou 7^ varie dgalement de o a oo. On a done, en 
posant pour abr^ger r = A. 



-f- ^ 2 Vl - 2 ?3 COS ^ -f, yeV . . , 



Les d^veloppeiaents en produit de H f et de Q f s'obtiennent 
imm&iiatement en changeant u en & + K. dans les d^veloppements 
ci-dessus de H et de 
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Le facleur A n'esl pas arbitraire puisque, dans les developpe- 
ments en series trigonometriques des fonctions H, H n 0, 1? les 
coefficients sont completement d^termine's. Ainsi, en identifiant 
les de'veloppements de & } en produit et en srie, on doit avoir, 
quelque soit #, 



COS 6# -h . . . . 

On aurait une premiere expression de A en faisant x = o dans 
cette identity. Jacobi a raontre que 1'expression ainsi obtenue 
peut etre remplacee par la suivante : 



Nous admettrons ici cerdsultat. On verra ? dans une Note placee 
a la fin du Volume, comment on peut transformer le produil infini 
pour obtenir la se'rie trigonometrique et comment se pr^sente, 
dans ce calcul, 1'expression de A donn^epar Jacobi. 

Nous reunissons ici les develop pements en produits simplement 
infinis desquatre fonctions. En posant 

_A = (i-^)(r-^)(i-^)..., 

II ( - J = A.2V/^r sittW(l 2 2 CQSIU-i- 9 4 )(l 2 4 COS2W -t- ^ 8 ).- ., 

H t / _: - J A.2y/ COSM(I -H2^ 2 COS2M-H ^ 4 )(i-H iq'* cos 2 u -i- q*) ---- 



&( - j = A(l Zq COS2M 4-^ 2 )(l 
Bj - j 

79. Relation H'(o)= H 1 (o)6(o)e 1 (o). Cette relation, sur 

7T 

laquelle nous aurons a nous appuyer, se v^rifie tres simplement a 
1'aide des d^veloppements en produits infinis qui precedent, en 
snivant une m^thode donn^e par M. Hermite (voir Note sur les 
fonctions elliptiques, a la fin de TAnalyse de Serret, p. 791 
et 798).^ 

On a imm6diatement 



= AR', 
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ea posant pour abreger 

P = (I + ? S)(I + ?*)(! 4- <?)..., 



D'apres la relation suivante due a Euler 



on voit que 1'on a 

ou bien 
D'aprfes cela 



Calculons maintenant H'(o) en regardant H( - - j comme un 
produit de deux facteurs dont Fun serait sinw, nous trouverons 



On a done bien l'galit qu'il s'agissait de ddmontrer 



Remarque. Les expressions pr^cedentes de H { (o), <(o), 
0(o) montrent que \//c et \/k f , d^finiesplus loin (n 83), sont des 

rrr 

fo notions uniformes de la variable T = -^y et la relation PQR= i 

permet de montrer que ce sont des fonctions de q r6guli6res 
pour toutes les valeurs de q dont le module est moindre que i. 

80. Formules relatives & l'6change de K et K'. Dans la nota- 
tion de Weierstrass nous avons vu que les fonctions tf(iu\v>) co'), 
p(iu \ <*>, co f ) peuvent s'exprimer a 1'aide des fonctions 



w ' \ 

-rjKdK 
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Co name actuellement nous posons 



on a 



OQ passe done des premieres fonctions aux deuxi&mes en permu- 
tant K et K ; . Nous allons ^tablir des fox-mules du mme genre pour 
les fonctions de Jacobi. 

Convenons de designer par H(u[K, iK/) la fonction H construile 
comme plus haul avec les deux priodes aK et az'K/, Cette fonc- 
tion s'exprime d'une maniere simple a 1'aide de la fonclion H 
construite avec les periodes aK' et ajfK, H(u]K', zK). Comme 

K r 

on a suppose la partie r^elle de ^ positive, il en est de meme de 

K 
la partie r^elle de g>; la quantit^ 







a done un module plus petit que l j unit, et la fonction 



Cette derniSre fonction v^rifie les deux relations 
K'|K 7 , z?K)=-H(MlK 7 , iK), 



E(u + aiK|K', iK) =- 6 -F t H(a|K', iK), 

obtenues en ^changeant K et K' dans les formules relatives a 
1'addition d'une p^riode, verifi^es par la fonction H(M) ou 

H(tt|K,iK. f )- 

Geci pos^ ? dans le produit 



N 

analogue a ceux que nous avons considrs d^ji ^ propos de H 4 
et de ^ remplagons u parzw; soit/(w) la fonction ainsiobtenue 
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On vrifie aisement les deux 6galites suivantes, consequences 
des relations fondamentales de la fonction H, 

f /(B+aK') =-/(), 



Ces relations sont identiques a celles que verifie H(u|K', z*K). 
En outre, les deux fonctions /(a) et H(w|K', zK) ont les 
Sj savoir les valeurs de u donndes par la formule 



ou Lien 

u a miK -f- 2 n K', 

metn designant des nombres entiers, 
D'apres cela, le rapport 



est une fonction doublement priodique aux p^riodes 2K et 
et, d'autre part, cette fonction est partout finie : elle se r^duit 
done a une constante. D^signons cette constante par Az. Nous 
avons l'identit 



lK, iK f ) = A* H(a|K', iK); 
on en deduit les suivantes : 



r*H,(zzlK,jK f )=A e(a|K f ,i'K). 

II suffit pour cela de remplacer dans la premiere de ces identit^s u 
par u + K', dans la deuxime u par u + zK, dans la troisi^me w 
par u + K', en se reportant aux formules du n 76 et a celles 
qu'on en deduit par P&hange de K et K'. 

81. Diverses notations usit^es pour les fonctions de Jacobi. 
M. Weierstrass emploie les notations suivantes reproduites dans 
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le Trait e des f one t ions elliptiques de Halphen 

2rj(p) = iyq sinrcp i.\f q* sin3TiP-f-2^ 2S sin 5 TCP . . ., 



r 3 ((>) = I -1- 2 

2r (p) = I 'i^r COS27UP-H2^ 4 COS4TCP 
Oil 

q 



On a seulement conserv^ ici la lettre q au lieu de la lettre k 
qu'emploie M. Weiers trass pour designer e*. 

La correspondance entre les deux notations est donnee par 



H() - 



Jacobi, dans ses Legons (Jacobi's gesammelte Werke, t. 1, 
p. 497): met 2fa(^, 7) ou Ton mettrait, avec la notation de 

M. Weierstrass, ^(-j et supprime Tindice o. Briot et Bouquet 

d^signent les p^riodes aK et 2iK' par co et o)'; ils emploient 
d'autres notations reliees i celles de Jacob! et a celles de 
Weierstrass paries formules 
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82. Relations entre les a 1 et les Sr. Ces relations sont 



~ei(o) 
ou bien 



La premiere de ces relations a 6t6 d&nontrde (n 21). Les 
autres s'en deduisent en tenant compte des formules relatives 
1'addition d'une demi-p^riode, et en remarquant que rf n 0*2, rf 3 
deviennent 6gales i pour w = o. 

n. FONCTIONS snw, cnw, dnw. 

83. Definitions. Si 1'on compare les multiplicateurs des 
fonctions H(w) et(&) qui correspondent a la p^riode aK, puis a 
la p6riode 2K^, on voit que les premiers sont egaux et de signe 
contraire,les derniers egaux et de mme signe; il en r^sulte que 

le quotient ^ admet pour les m^mes periodes les multipli- 
cateurs i et + i . 

Jacobi a 6te conduit a consid^rer les quotients des fonctions H, 
H f , 8^ par la fonction @. Posons 
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(On lit les premiers membres s, /z, u puis c, ft, w puis enfin 
rf, ft, w en feaongant successivement les trois lettres.) D^termi- 
nons les facteurs constants A, B, C, de manure que les trois 
fonctions prennent la valeur i la premiere pour u = K, les deux 
autres pour u = o; nous aurons les ^galitds saivantes de definition 



snw = 



()' 



cnw = 4 /2.LLi^, ,/#= JUL* -M22. 
V k Q(u) ' V e(K) 

dnK = ^' ' (M) - 6(0) 



*"-*(<>) 
La fonction snw est seule impaire, les deux autres sont paires 

sn( u) = snw, cn( ^) = cnw, dn( w) = dnw. 
Cela r^sulte de ce que H( w) seule est impaire, n 74. 

84. Addition d'une p^riode ou d'une demi-p6riode. Les for- 
mules relatives aux fonctions H, H^ 0, { donnent immediatement 



puis 



= snz/, 
= cnw, cn(w 




, .^fv dnw 

nr 3 cn( " +K) = iH^ 



85. Construction, a Faide des fonctions sn, en, dn des fonctions 
elliptiques aux pSriodes 20) et aw f ou 2K et azK f . Les fonctions 
sn, cnw, dnwn'admettent pas les deux p&iodes aK et aiK'; par 
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exemple snu change de signe quand u augments de 2K. Mais il 
est ais6 de construire avec ces fonctions des fonctions elliptiques 
admettant ces deux periodes : telles sont, par exemple, les deux 

fonctions 

snucnu dn.u, 



el, en general, toute fonction rationnelle de ces deux fonctions. 

Inversement, nous verrons plus loin que toute fonction ellip- 
tique aux periodes 2K et 2j'K/ peut s'exprimer rationnellement a 
1'aide de ces deux fonctions. 

Avec les fonctions de Jacobi on peut done, tout comme avec 
les fonctions p et p', construire toutes les fonctions elliptiques 
aux periodes 2K et 2/fK 7 . 

86. P^riodicit^; z6ros; pdles des fonctions sn, en, dn. Les pe- 
riodes des trois fonctions se deduisent imm^diatement des rela- 
tions (i) 

snw admet les deux periodes ....... 4K et 2&K', 

cnw ....... 4K et 2K-H2iK r , 

dnw ....... sK 



Les zeros de ces fonctions sont respectivement ceux de H(M), 
,i^, iw a savoir 



Ze*ros de snz/ ......... 

cnw ......... (2 

y dnw ......... (2/;H-i)K-t-(27ZH-i)iK': 

ce sont tous des zdros simples. 

Les pdles des trois fonctions sont les m6mes : ce sont les zeros 
du denominateur commun (&). 

~P6les de snw, cnu et dnw... 2mK + (27H-i)iK r . 

Ges poles sont simples. 

Si Ton construit le r^seau des parallelogrammes ayant pour 
somoiets.les points 



chacune des trois fonctions a un p61e et un z&ro dans chaque pa- 
rail lo gramme. 
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87. Formule d'addition prSliminaire, Nous obtiendrons 
immdiatement les formulas que nous avons en vue, en appli- 
quant les thferemes g&^eraux, sur les fonctions elliptiques, pr^ce- 
demment etablis. 

Gonsiderons les deux fonctions 



(5) snwsn(zA a), cnwcn(# a) cna> 

ou a d^signe une constante. Ces deux fonctions sont doublement 
p6riodiques aux periodes aK et 2rK'. Elles sent chacune du 
second ordre, car elles admettent dans un parailelogramme des 
periodes deux p61es simples, a savoir Jes z&ros du produit 

e()8(a-a), 

dont chaque facteur a un seul zgro dans un parallelogramme. Les 
fonctions (5) ont done dans un parallelogramme des periodes 
deux z^ros : ces deux zeros s'apergoivent imm^diatement; ce sont 
les points hornologues de u = o ? et U = K. En efifet, chacune des 
deux fonctions s'annule pour ces valeurs de w, 

Les deux fonctions doublement p&iodiques (5) ayant mmes 
zeros et m^mes infinis ne different que par un facteur constant; 
on a done 

cnzt cn(& a) cna = Asnwsn(& a), 



A d^signant un facteur constant. Ce facteur se determine en fai- 
sant u =K; il vient alors 

. cna 

cna = AT ? A= ana. 
dna 

En remplagant A par cette valeur dans Tidentit6 prec^dente^ on 
obtient la formule suivante d'ou nous deduirons toutes les autres 
formules d'addition 

(6) cna = cnwctt(M a) -4- sn&sn(w a) dna, 



88. Relations entre les fonctions snw, cnw, dnw. En faisant, 
dans la formule ci-dessus (6), a = o, on trouve 

sn 2 u + en 2 u = i . 
Dans cette formule remplagons u par u 4- j'K 7 . EQ tenant comple 

A- ET L. 9 
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des 



/ -rri\ 

cn(w-H zK') = -77 - 
snw v ' 

il vient 



on enfin 



Ainsi deux des trois fonctions sn 2 w, cn 2 w, dn 2 w peuvent s'ex- 
primer lineaireme ( nt en fonction de la troisieme. On a, par 

exemple, 

en 2 u = i sn 2 u, 



89. Module. Module compl&nentaire. Dans la relation 

dn2 M -4-2 Sn 2 w = Ij 
faisons u = R ; on a d'abord snK = i , puis la relation 



donne dnK = V et Pon est conduit a cette consequence 



le nombre k s'appelle le module, le nombre k module compU- 
mentaire. 

90. Formules d^addition pour sn u et en u. Dans la f ormule ( 6 ) 
posons a= p puis, dans le resultat ainsi obtenu, 6changeons v 
et u ; nous trouvons 



(7) 

Ces deux galit6s vont nous donner sn(w-f- P) et cn(w + p) ex- 
primes a Faide de fonctions dont I'argumenl est u ou P. 
En les r6solvafct par rapport a sn ( u + p), il vient 

<n 
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On a ainsi une formule d'addition alg^brique pour la fonction sn u. 
On P^crit ordinairement sous une autre forme. Dans le second 
membre le num^rateur s'obtient de suite en fonction de sn& et 
de snp en remplac.ant cn 2 & et cn 2 p par i sn 2 & et i sn 2 p; 
le denominateur est une fonction irrationnelle de ces mmes 
quantites. Si nous multiplions les deux termes par la quantild 
conjugate da denominateur, nous trouvons 

(sn 2 p sn-u) jsnpcnw dnu + sn^^ cnpdnpj 
sn 2 pcn 2 wdn 2 w sn 2 w en 2 P dn 2 P 

Le denominateur est une fonction entiere de sn 2 w et sn 2 P qui 
s'annule pour & = p; il doit done contenir en facteursn 2 ?^ sn 2 p. 
On a en effet 



dn 2 p = (sn 9 P 
alors le facteur sn 2 p sn 2 u disparait et il reste 

, . . . snacnp dnp -j- snp cnw dnw 

(9) sn(w4-p)= - r- - - - -- 

^' v i-~ 2 sn 2 wsn 2 t> 

On obtient de m^me cn( u + 9 ) ? en ^liminant sn(u + 9) entre 
les deux Equations (7). Effectuons le calcul : nous trouvons sue- 
cessivement 

snpcnpdnw 



-snwcnwdnp j J 

- - - 



Cn( -H P) = - r - r - jr - - - - r - -r- = - 

v J sn 2 P en 2 w dn* u sn 2 wcn 2 pdn 2 P 

Dans le second membre le numerateur dvelopp est 

j sn 2 P dn 2 u sn 2 u dn 2 p j en u en p sn w sn p dn w dn p(cn* u cn 2 p), 

ou 

( SI1 2(>__ sn 2 w)|cnMcnp snwsnp dn wdnpj; 

le d^nominateur ; on Pa vu, peut s'^crire 

(sn 2 P 
On a done enfin 



132 CHAPITRE IV. 

Formules d* addition pour dn&. La formule (6) 

cna = cnwcn(w a)-f- sn wsa(a a) dna 
devient, en posant a = u -h P, 

) = cnwcnp 



Cette relation donne dn(w + p) en fonction de cn(u + P) : en y 
rempla^ant cn(w + P) par 1' expression (10) que nous venous de 
trouver, elle donne, aprfes des reductions evidentes, 

dn u dn p A' 2 sn u sn p en w en p 
(M) 



On a ainsi les formulas d' addition pour les trois fo notions sn, 
en, dn. 

Autres Jormules. Changeam dans ces formules 9 en p, 
on en deduit les expressions desn(# v), cn(u p) 7 dn(z/ p). 
On a, par exemple, 



rr - r - ; 

v ' i A: 2 sn 2 u sn s P 

d'ou, en retranchant de sn ( u + P), 



formule qui va nous servir a trouver la d^riv^e de snz*. 

91. D6riv^es des fonctions SUM, cnw, dna. Multiplicateur. 
Pour avoir la d6riv6e de sn&, il faut chercher la limite de 

SUM , T, i . j i , 

- pour h = o. Four cela transiormons le numera- 



- - ~ 

teur comme on le fait dans la recherche de la d&riv6e du sinus, 
en nous servant de la formule (12). Dans cette formule rempla- 

gons u par u -\ et P par -> cela donne 



h f A\, / A 

sn cniwH anfw-i 

sna _ 3 \ ay \ a 

"" A\ 

H I 
2/ 



, 

- i /fc*sn s - 
2 2 
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Appelons g la limite du rapport 55L* quand u tend vers zero : 
h 

SQ- 

alors -- tend vers g^ et on trouve, pour h = o, 

!i 

<tf snw 

-j = g en w an w. 

Le nombre g se nomme multiplicateur. 

92. Expression du multiplicateur en f onction des p6riodes. Chois: 
de periodes 2K et ai'K' telles que le multiplicateur soit 3gal a. 

Funite. Nous avons a chercher la limite de ^^ quand u tend 
vers zero. D'aprs la d^jSnition de snw, on a 



61(0) 



u H t (o) 

et nous sommes ramenes a chercher la limite de - - : cette limite 

u 

peut se determiner a 1'aide du produit simplement infini qui re- 
pr^sente H(M); elle est gale a H'(o) et nous avons d6montr& 
(n 79) la relation 



L'expression de g, savoir 

^~~ HI(O) 6(0) ' 

se simplifie, si Ton remplace H'(o) par sa valeur tir6e de la rela- 
tion que nous venons de rappeler : g est alors donne par Fgalit 



Jusqu'ici les p&riodes sK et 2z'K' ont 6t6 prises arbitrairement 
et avec le m6me degr^ de gen^ralit^ que 2<o et 203'. Dans ce 
qui suit, a moins de specifier le contraire, nous supposerons BL 
et K' choisis de fagon que g soit 6gal a i ^ c'est-a-dire nous sup- 
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poserons remplie la condition 



En tenant compte de cette condition, # = 1, liquation qui 
donne la derivee de sn u devient 

-T- sn u = en u dn . 
du 

Ainsi, a 1'avenir, K et K/ ne seront plus des quantit6s inddpen- 
dai\tes : elles seront assujetties a verifier la condition ci-dessus. 

93. D3riv6es successives. En differential les expressions 
de en 2 a, dn 2 u, savoir 



dn 2 w= i 

on trouvera les drives de cnw, dnw. 
Les derivees des trois fonctions sont donn^es par les formules 

-j-(snw)= cnw dnw, 
^~(cnw) = snwdnw, 

-T- (dn a) = 2 sn w en u. 
du^ l 

On peut aisdment, en partant de ces formules, calculer les d6- 
riv^es successives de I'une des trois fonctions. On trouvera par 
exemple, pour les derivees de snw, des expressions de la forme 

sn 2 PK) en w dn , 



les coefficients etant des fonctions entires de k. 

94. D&reloppements en series entiftres. En appliquant la for- 
mule de M&claurinau* trois fonctions sn u, en w, dn u et en faisant 
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= ~ (k -+- i U on trouve 




et 1'on de"montre que ces de'veloppements sont valables quand le 
module de u est moindre que la distance de Porigine a celui des 
zeros de (zj) qui en est le plus rapproche'. On voit qu'en ne- 
gligeant w 4 , cnw peut tre remplace par cosz* et dnw par cos feu; 
de plus, en negligeant z^ 5 ? on peut remplacer snu par 



9o. D^riv^es des fonctions inverses. Premiere id^e de Knver- 
sion a Taide des fonctions de JacoM. De m^me qu'en Trigono- 
m6trieles derivees de sin^^ et cosw conduisent a celles des fonc- 
tions inverses arcsin# et arccosor, les resultats pr^cMents nous 
fournissent les derivees des fonctions inverses de sn&, cnw, dnw. 

Soit par exemple 



cette Equation re'solue par rapport a u donne, pour w, deux va- 
leurs dans un parallelogramme construit avec les periodes 4& 
et 2K', car sn^ est une fonction elliptique admettant ces deux 
peYiodes et admettant deux p61es simples dans ce parallelogramme. 
L'une de ces valeurs etant appel^e u, Tautre est 2K u, car 



u= sn^^. 



Les racines de liquation (i3) form en t done une double suite de 
valeurs 



m et n designant des en tiers. 

Pfous appellerons plus specialement u celle de ces valeurs qui, 
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suivie par continuite. s'annule avec x el nous 1'appellerons 



(1'egalite pr6cdente s'&aonce : u egale argument 
Nous voulons calculer-^-* Or (t3) donne 

dx 
Done 



= en u dn u = \J(i " # 2 )(i 



Telle est laderiv^e deargsn^; elle est alg^brique comme celle de 
arcsin^?. Comme u et # s'annulent en mme temps, liqua- 
tion (i5) donne par 1'integration 

(16; 



Inversement, si 1'on est en presence d'une equation de cette 
forme, on en conclura 



G'est ce qu'on appelle faire I'mversion de Pintegrale ((6). 
On trouve de 



c^argdna? 



L ? int%rale(r6) est appelle une integrate elliptique de pre- 
mi&re espece, sous la forme normale de Legendre. 

96. D6gn$rescence. Les fonctions sn, en, dn se r^duisent a 
des fonctions circulaires ou exponentielles lorsque k* est egal ^ o 



# 2 =o. L'equation (16) devient alors 

K= = C* dx 

*/o ^i as* 3 
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la fonction x = snu devient done so = sin u. Les fonctions 



en u = \/ 1 sn 2 w, dn w = v/i 
deviennent 



On peut verifier qu'alors les formules d'addition (9) et (10) se 
reduisent aux. formulas donnant sin(z^ -f- P)> cos(w -+- P). 
2 ^ 2 = i. Alors on a d'aprfes (16) 

/ x dx T T IH- x 
- r = - LOff - > 
I X* 2 b l X 

d'oti 



e w _ e -u 

x = sn u = - 



-h-' 
puis 



97. Relation entre pv et snw. La fonction snw que nous vou- 
lons comparer a pu est celle dont le multiplicateur est egal a 
Vunit6, de sorte que, si Ton pose 

s = snw, 
5 satisfait a liquation diflferentielle 



Alors les p&iodes 2K et 2zK' de la fonction sn'w ne sont pas ar- 
bitraires. Elles doivent satisfaire a la condition 



I/ = 

y IT 

Au contraire les p&iodes 2 a) et a to 7 de pa sont prises arbitraire- 
ment. (On suppose seulement que dansje rapport ^ la partic reelle 
est positive.) 

Gonsid^rons la fonction sn*^ ou X est une constante; cette 
fonction admet comme p&iodes 2RX et 2rK'X. On peut d6ter- 
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miner X, K, K/ de fagon que les periodes de sn 2 ^ aientdes valeurs 
donn^es a Tavance 2 o> et 20)'. Si Ton prend 



la quantity y est connne et la relation entre K et K 7 d^terminera K. 
Au moyen de rindeterminde X on pourra satisfaire &. la condition 



= 20) 



K' 

et, en se reportant a la valeur de =** on trouvera 



Prenons alors la fonction pu construite avec les deux pdriodes 
2 to et 2 to', et comparons-la a - > qui admet les m ernes p6ri odes . 



Dans un parall^logramme de periodes contenant le point o, ces 
deux fonctions ont un seul p61e, le point u = o, qui est un 
p61e double. On a, de plus, quand u tend vers 



Urn 



Les deux fonctions ont done mme partie principale dans le voi- 
5inage de u = o et la difference 



pu 



est une fonction doublement p^riodique aux periodes 203, 203' qui 
reste finie dans un parallelogramme des periodes. Elle se r^duit 
done a une constante C et 1'on a 



Pour determiner h consiante C, d^veloppons en serie le premier 
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membre dans le voisinage de u = o. On a (n 94) 



, 



6 

- =: JL '-fr-** 

M* "*" 3 



et. d'autre part, 
Done 



Faisant f^ = o, on a C = 1, d'oii la relation chercn^e 



i i 



On sail quey = p a satisfait k liquation diflferentielle 



avec les conditions 



Calculons e <5 e 2 ^ ^3 en fonction' de k* et del; pour w = 



pour w=(o f , ^ 



pour a== 
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Apres des reductions evidentes, on trouve les egalites 

, 9 2 k* ._ aA* i , 2 

X2 ei== , ),2e 2 _ - , A2 3 == 

et on en de"duit 



i 63 61 6$ i 3 



Dans le cas particulier ou Ton considere la fonction pu con- 
struite avec les p^riodes 2K et az'K 7 elles-memes, on a \ = i et 
la relation entre p et sn devient 



- -- 
r sn 2 w 3 

98. Th^or^me. Toute fonction elliptique aux periodes 
sK et zi&! est une fonction rationnelle de sn 2 ^^ et de sa de- 
riv6e 2 sn u en u dn w. 

En efFet nous avons d6montr6 (n 49) qne toute fonction ellip- 
tique est une fonction rationnelle de pu elp'u. Comme la rela- 
tion ci-dessus donne 

. 2 sn u en u dn u 

p u = -- - - ? 
^ sn 3 w 

on voit que la fonction consid6ree ? exprim^e rationnellement en 
pu et p'u, se transforme imm6diatement en une fonction ration- 
nelle de sn 2 # et de sa derivee. 

Si Ton considere en g^n^ral une fonction elliptique avec des 
pe"riodes quelconques 2o> et 2 to', elle est une fonction rationnelle 

depu et p'u, c'est-a-dire de sn 2 - et de sa derivee. 

99. D^veloppements de7i et de Ven s6rie. Pour avoir un d- 
' veloppement de y\ en s^rie, nous partirons de la relation entre ^u 

et Zw d6montr^e Ghapitre II, n 21 [equation (19)] et que nous 
rcrivons ici 



En prenant les de'rive'es des deux membres et en faisant ensuite 
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u = to', nous trouvons 

(0 

puis 

;^ fay Lt (O * 

to 

Z'o/ peut s'obtenir en faisant u = o dans 



Or, du developpement en produil infini de @(u) obtenu au 
n 78, savoir 



= AI 2^ COS -h^ 2 l 



on deduit successivement 
! 



du, Q(u) 

+/ 2 1 2_- K..\ ^r cos ~~' 

\i-^cos^+^ i-a^cos^^^ J 
P d^signant une fonction de u qui reste finie pour u = o. Done 

et, par suite, 

' . 0)' 



TI = i, 3, 5, 
Pour avoir le d^veloppement de TI', dans l^galit^ prec<dente, 

remplagons w et to 7 par co' et o) ; q = e w devient ^0= ^ w '; 
de plus e 3 = p(w y ) devient e^ = p(co), et nous obtenons 



271* 

^ 

nst'i, 3, 5, .... 
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100. Examples de decomposition en 61&nents simples et d'int6- 
gration. 1 Prenons d'abord la fonction 



od a est une constante qui n'est pas de la forme 2/nK + 2/u'K/. 
Gette fonction est da second ordre; elle admet, dans un paralMo- 
gramme des p&nodes aK et arK', deux p61es simples homologues 
respectivement des points + a et a. Le r^sidu Arelatif au p61e 

u = a est 

. ,. u a 

A = hm 



pour u = a. La limite de ce rapport s'obtient immdiatement en 
prenant la limite du rapport des derivSes 



Le residu relatif a I'autre p61e u = a est A. On a done, en 
appelant B une constante, 

ou, en remplagant A par sa valeur, 

asnacnadna . 

==Z(w &) Z( u +- a)-+- C, 

C d^signant une autre constante. Nous d^terminons C en faisant 
u=Oj ce qui donne 

r\ 



Gette valeur de C se simplifie si Ton se reporte a la definition 

de so u, 

i E(u) 

sn u = 



qui donne, en prenant les driv6es logarithmiques des deux 
membres, 
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on a done en cbangeant u en a 



d'ou la formule definitive 

/ ON 2 sn<zcn# dna , 

(18) - - - - = Z(& 

sn 2 w sn 2 <z x 

Cette mme formule s'obtiendrait en regardant le premier 
membre comme line fonction de a et le decomposant en elements 
simples, 

En integrant les deux membres par rapport a U, on a 



/asnacnadna , _ H.(zt a) 
- r - r du = Log =5- - ( -+ 2 ^^ 
sn 2 w -sn 2 a & H(w-ha) 



H- const. 
) 

De meme en integrant les deux membres de la formule (18) 
par rapport a a et remarquant que asnacnadna estla derivee 
de sn 2 a, on a 



C designant une constante relativement a a. 
On en conclut 

u) 



et, en faisant a = o, 



D'ou la formule definitive 



mettant en Evidence les z^ros et les p61es du premier membre. 

2 Proposons-nous maintenant de decomposer en Elements 
simples la fonction 



qui admet, dans un parall&ogr^mme des p^riodes, unp6le double 
homologue du point w=o. Comme, dans- le domaine du point 
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zj=o, on a 




sn* u 

on aura 
(19) 



= -!-+. fonction reguliere, 
* 



D dsignant une constanle que nous allons determiner. Aupara- 
vant, nous changerons dans la formule (19) u en u +- zK ; , en nous 
rappelant les relations suivantes 



dont la seconde donne, en prenant les derives logarithmiques, 



D'apr^s cela, la relation (19) devient, par changement de u 
en u + zK', 



Faisant, dans cette derni^re formule, w = o et remarquant que 
r (o)= o, car @(M) est paire, on a 



D - 
D'ot les deux formules 



; 



^ 8(w) 6(0) 
On en d^dait par I'inte'gration 
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Remarque. La premiere des formules (20) peut se dduire 
aussi comme cas limite de la formule (18). II suffit pour cela de 
diviser les deux membres de cette formule par 2 a et de faire 
tendre a vers zro. 

101. Notations d'Abel. Dans son premier Memoire, Abel a 
d^signe par cp, /", F les fonctions sn, en, da. Plus tard, il a em- 
ploye la lettre \ pour la fonction sn. Cette notation a el adoptee 
par Briot et Bouquet, qui designent les trois fonctions sn, en, dn 
parX, 



v. 



cnu = 



EXERGICES SUR LE CHAPITRE IV. 



1. Demontrer les formules suivantes, qui sont des consequences des for- 
mules d'additions : 



,^ , , N 

0) -h sn(a 6) = 

/ ^ 

/ TX / /N 

cn(a -+ b) -+- cn(a 6)= 

v ' ^ f 



i / i v i / t x 

dn(a H- 6) + dn(- &) = 7 - 



2 dn a dn 6 



- ; - r-r? 

sn 2 a sn 2 6 



(3) 



(4) 



sn(a 



sn a -i- sn b 



a b) __ , sn 
~~ 



b) 



A. ET 
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2. Duplication de Targument. Faisant 9 = u dans les formules 
d'addition et ecrivant s, c, d a la place de sn w, en u, dn K, il vient 

iscd 
sn2# = ITT* 

on2 = 



dn2w = 



En posant S = snaw, G = cn2w, D = dnaw, ces formuies s'ecrivent 
i C s*& i D 



i G i i D 



2 !_+. 

D -h G _ ' 2 i D __ 

T^TD = F ET^c ' 



Faisons M = -K, alors S = i, G = o, D = & r ; done 

K , fT~ K 4 "T 7 " K 

sn =!/ 7; > en =i 



3. Ddmontrer la formule de decomposition en elements simples 
k* sn a en a dn # sn 8 w 6'(a) 



Cette formule peut se d^duire de celle du n 100 en y rempla9ant u par 
u -i- s'K'. 

4. Verifier que Ton a 

Montrer qu'on peut de mSme determiner les constantes a, 6, a f , b' de 
que 

a / en udu = Log(sn w -4- a' < 



6 / dnw<ftt= Log(cna-h ^' 
II suffit de dififerentier et d'identifier. 
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5. Un cas particulier des surfaces minima. Un exercice interessant 
pour appliquerla differentiation des fonctions elliptiques consiste a verifier 
que la surface decouverte par Schwarz (Gesammelte mathematische 
Abhandlungen, vol. I, p. 77) 

cn# H- en/ 4- cn^ -+ cn# en/ cn,s = o, 
avec le module k = - > est une surface minimum dont la courbure totale 

2 

en chaque point est nulle, satisfaisant, par consequent, a la condition 
(i-t- 2 )r ipqs 4- (1-4-^2)^ = 0, 

/?, q, r, s, t ayant leurs significations ordinaires de derivees partielles de s 
par rapport a x } y. Schwarz montre que cette condition equivaut a la 
suivante 



= t/T -4- D 2 -4- a 2 I -- 1 -- 1=0* 
Pi Pi ** V P ^ ' 



p! et p 2 sont les rayons de courbure principaux de la surface, et Ton pose 

X = * Y = . 

/ n-/ 2 -h q* y l-f-/> 2 -f- q* 

Le lecteur trouvera le detail du calcul de verification dans FOuvrage de 
Greenhill sur les Fonctions elliptiques, p. 35; Carre, i8g5. 

6. Demontrer les relations 

6 2 (o) H(a-f-a) H( a)= 6 2 (a)H2(M) H2(a) 6 2 (zO 



= ei(a)8J()-Hf(a)H}(ii) J 
8{(o) e(w-t-a) 0(tt-~a) = 62(a) 8J(a) -t-H>(a)Hf(a), 



= 8(o)H(a)H(a)8(a a), 



= 8(0) H t (o) Ht(M a) 8(a H- a), 

II suffit.de verifier que, dans chacune de ces formules, le quotient d'un 
des inembres par 1'autre est une fonction de u admettant les periodes aK 
et azK 7 et restant finie quel que soit u. Ce quotient est alors une con- 
stante que Ton determine en donnant a u une valeur particuliere, 
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ETUDE DES VALEURS RELLES DE snw, cnw, dnw, QUAND K ET 

SONT RfiELS. APPLICATIONS. 



Nous nous proposons, en vue des applications, de faire, pour 
les fonctions de Jacobi, une etude analogue a celle que nous avons 
faite pour pu dans le Chapitre ILL Nous supposerons, comme 

dans ce Chapitre, que to et sont reels, ce qni revient a sup- 
poser K et K' rels. 

I. K ET K r REELS. 

102. Le module est relet moindre que r. La serie qui de- 
finit k et k montre que, K et K ; 6tant rels, k et k 1 le sont aussi. 

Comme on a 

"* = i, 



le module k et le module compl^mentaire k 1 sont reels et plus 
petits que i. 

103. Argument r4el. Considerons d'abordla fonciion 



; = sn u = 



Quand u varie en restant reel de o a K, z est r^el puisque, 
dans les developpements en s&ie trigonom^trique de H (u) et (a), 
tout est rei; dans cet intervalle & varie d'une mani^re continue, 
puisque, &(#)'& pour racines>/wR+ (a/H-iJjK,'. De plus, la 



garde un signe constant, puisque les fonctions H,(#), 
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0(w) ne s'annulent pour aucune valeur comprise entre o et K; 
cette drive*e est 6gale a i pour u = o; done elle est constamment 
positive entre o et K. La fonction snu est croissante : elle est 
nulle pour u = o et e*gale a i pour u = K. 

De la variation de sn &, on deduit celle de en u et dnz^ quand u 
varie de o a K. En effet 



varie de i a o, et 

dn u = v/V 
varie de i a #'. 

On conclut de la les variations des trois fonctions dans tout in- 
tervalle re*el en se rappelant que snw est impaire, que cnz* et dnu 
sont paires, et que Ton a 



en ( u +- 2K) = en u* 
dn(w-i-2K)= daw. 

104. Argument de la forme <> -4- t'K r , 9 reel. L'e*galite 



donne inimediateinent la variation de snjj qaand 

u = P -H iK f 



et que P varie de o a K. Comme snp crolt de o a i, sn(^ -h K ; ) 
de"croit de +00 a i- 
Les fonctions 



cnw = /i sn 2 w, dnw= /i k- sa 2 w 
sont purement imaginaires pour ces valeurs de z/, 

103. Argument purement imaginaire. Les series trigono- 
m^triques definissant H, 0, H i7 6 4 montrent imme'diatement que, 
u etant r6el, H(iu) est purement imaginaire; (m) 7 H 4 (ii) et 
S^m) sont r^els, Done, snzzt est purement imaginaire; cnm et 
dnzz/ sont reels. 
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Pour tudier les variations de ces fonctions et mettre ces pro- 
priet^s en evidence, nous nous servirons des formules du n 80, 
relatives IMchange de K et K'. 

Ces forraules permettent de ramener les fonctions snz'w, cnz'#, 
dnzw, construites avec les p&riodes aK etazK', a d'autres fonc- 
tions snw, cnz/, duuj construites avec les periodes sK/ et azK. 

On a par definition 



Transformons sniu en nous servant des formules suivantes de- 
montrees n 80 

H(tM[K, iK / ) = AfH(tt|K / , iK), 



nous avons d'abord 

H(m|K, t'K f ) _ . H(^^|K^ z 
e(zu|K, zK') ~~ t H i (u\K r , z 

puis, d'une mani^re analogue, 



^0 |K, sK') _ OiColK 7 , iK) 
!(O[K, iK') "" e(o|K', zfK) ? 



et nous deduisons de la 



en d&ignant par sn(w[K, iK!) la fonction snz^ construite avec les 
periodes aK et ai'K/ et par snfwjK', iK) celle qui s'en deduit en 
echangeant K et K, 7 . 

En raisonnant de m^oie et en emplojant des notations analogues 
on d&nontrerait les deux autres formules 



,. 
' cn(jK', *K) 

Ainsi, qnand u est rdel, la fonction sniu prend des -valeurs 
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purement imaginaires, tandis que cniu et dniM sont re*els. II serait 
facile de suivre les variations de ces dernieres fonctions : il suffi- 
rait pour cela d'e"tudier leurs variations quand u varie de o it K'. 
Ainsi la fonction cn(w]K/, z'K) varie de i a o, d'apres ce qu'on a 
vupour Jes argumenls re"els; done cn(zw JK, z'K/) croit de i a 4-00. 

106. Argument de la forme K -+- iu, u r6el. Prenons mainte- 
nant un argument de la forme K-J-Z'K en supposantque u est re'el 
et croit de o K. On a d'abord 

/T , . N 
sn(K-j- in} = 

^ * 



puis, en se servant des formules prec^dentes et meltantles p^riodes 
en Evidence, on trouve 



La fonction est done reelle et varie d'une mani^re continue 
quand u varie de o a K', c'est-a-dire de o a la demi-peri ode re*elle 
de la fonction dn qui figure au ddnominateur. Appelons pour un 
instant k^ le module des fonctions elliptiques sn(M]K'j z'K), 
cn(w]K / , iK), dn(?^|K / , K) : nous avons vu que, quand u varie 
de o a la demi-periode re"elle K', sn(w|K', z'K) croit de o a i, 
dn(w|K', z'K) ddcroitconstamment de i a y/i k\. Done, quand u 
croit de o ^ K', la fonction 

sn(KH-m|K, *K') 

croit constamment de i a 

V/i k\ 

On peut trouver directement les valeurs extremes de la fonc- 
tion : pour w o, elle est ^gale a i puisque snK=^i; quand 

u = K ; , elle devient e"gale a ji comme le montre la formula 



dans laquelle on fait 9 = K. On doit done avoir 
i 
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Le module des fonctions nouvelles sn(w|K', z'K), ... est 
done tc\ 

107, R6sum6. Les rSsultats precedents peuvent se resumer 
ainsi. Soient 0#, Qy deux axes rectangulaires : prenons sur 0# 
OA=K, sur Oy, OB = K' et soit C le quatrieme sommet du rec- 
tangle construit sur OA et sur OB. 

Lorsque le point dont 1'affixe est u decrit successivement les 

c6ts OA, AC, CB, la valeur de SRU varie de o a i , de J a -r > puis 

de 7 a -|- oo 

u A G B 



SilU , 



i 
I- 



On formerait de m^me pour en wet dn& les Tableaux suivants, 
en supposant toujours que le point mobile parcourt les cots du 
rectangle OACB : 



u 


.. A 


o 


B 




cn&.. . . 





i 


00 




ti ...... 


., G 


A 


o 


B 


dnw 


.. 


k' 


I 


cc 



Fig. 7. 



108. Expression des p6riodes par des integrates deflnies. La 
fonction 

z = snu 

satisfait a Fequalion diffrentielle 

dz 



, 
= en u an a, 



qui peat sMcrire 



du-- 
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Quand u varie de o a K, z est reel et croit constamment de o 
a i (n103); on a done 

K= r l dz 

JQ /(I -3 2 )(l # 2 * 2 ) 

D'autre part, si Ton pose 

,. Tl _\_ ,V 

Li JtV | It 

et si Ton fait varier t de o a K 7 , sni/ croit constamment de o a -i; 

A 

on en dgduit 



Or, en faisant le changement de variable 
_ i 

I'integrale devient 



K 7 est done determine* par I'egalit6 



On voit que K ; est d<$fini a Faide du module comple'menlaire k 1 
comme K est defini & Taide du module k\ par suite, quand on 
remplace k par k { , on e'change par la m6me K et K 7 . C'est, sous 
une autre forme, le r^sultat que nous avons deja trouv^, quand 
nous avons vu que le module des fonctions sn(#|K/, s'K), ... est 
e"gal a A 7 . 

109, Relations entre K, K' et /c. Les deux quantite's K et K^ 
exprime'es sous forme d'inte'grales definies 

K= r 1 dz r 1 dz 

J ^(X-*1)(I- 

ou 
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apparaissent comme des fonctions de la seule quanlite A*. Elles 
sont done liees par une relation et ne sont pas independantes. 
Cette relation est celle que Ton a etablie, entre K et K', pour 
rendre le multiplicateur 



,. snw 
g = hm 7 pour u = o, 



egal a i. Cette relation peut s'ecrire (n 92) 

(2) 



Ainsi les fonctions K et K' de A", d<fmies par les relations (i), 
vrifient cette relation. 

Les fonctions sn, en, dn, construites avec K et s'K', sont done 
determinees dfes qu'on connait k. Aussi, au lieu de les 6crire 
sn(z^[K, zK'), les ^crit-on plus simplement sn(w. A"), cn(w, A:), 
dn(#, A). Par le changement de k en A:', K et K' s'^changent. 

Les fonctions sn(w|K/, z'K), ... s'ecriront done sn(w, A:'), 
cn(w, A^), dn(z^, A:'). Avec ces notations, les formules 6tablies 
plus haut pour 1'argument purement imaginaire s'6crivent 

^ * ' ~~ cn(w, A:')' 
cn(j, A-)= ' ,. > 

Cu.{U t K ) 

Par exemple, si Ton se place dans un cas de deg^nerescence 
(n 96), A: = o, on a fc r = i, et la deuxi^me formule donne 

cos iu = 



Le module k peut prendre une valeur reelle quelconque com- 
prise entre o et i. En efiet, dans la theorie que nous venons de 
dvelopper ? nous avons vu que, les deux quantits reelles et 
positives K et K/ 6fcaat choisies de fagon a verifier liquation (2), 
le multiplieateur e&t egal 4 i 7 et le module A* donn par 



"" 
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nous^avons d&nontre ensuite que le module complementaire V 
s'oblient en permutant K et K', ce qui donne 



Quand le rapport ^ est mil, q = Oj A- = o ; quand ce rapport 
est infini, y Q = o, A J = o, A- = i . Done, le rapport | variant de o 
4 oo, A- varie de o a 1 5 il passe par toutes les valeurs inferieures 4 i . 
D'apres la tk<orie que nous avons developp^e, les determinations 
de K el K 7 qui font acqu&ir a k une de ces valeurs sont donnetes 
paries int^grales definies (i). 

HO. Inversion. Supposons que>/c dtant un nombre moindre 
que i, on ait trouve entre w et js une relation de la forj&ie 



On calculera les demi-p^riodes K et i K! par les integrates d6- 
finies (i). On construira ensuite les fonctions-H, 0, H {T e d , 
sn(w, /c), cn(w, /r), dn(itj fc) correspondanles ? et Pon aura 



= sn, 



On aura ainsi r<5alis ce qti^bn appelle ^inversion de Fi 
grale (3). 



111. Expression de K par une s6rie hyperg6omtriqne. Dans 
la formule qui d^finit K par uiie integrate d^finie, faisons 
js = sincp : on aura 



K= r 2 (i-A-2sin2cp)"^ ? . 
Jo 

D^veloppons, par la formule du bioome, la quantity soas le 



l56 CHAPITRE V. 

signe d'int^gration 



2.46. -271 

D'apres une formule due & Wallis et facile a verifier, on a 

1C 
n . 9n * 1C 1. 3. 5.. .271-1 

/ sm 2/z 9 c&p = T-r 

J Q T ' 2 2. 4. 6. ..271 

Done enfin 



La serie ainsi obtenue est un cas particulier de la serie hyper- 
g^om^trique de Gauss 



On a, en eflet, 



2 2 



1 12. Valeurs r^elles de pu, dans le cas ott co et -r sont r6els, ratta- 
ch.6es a celles de sn 2 w. Supposons que la fonction p?^ soil con- 
struite avec deuxperiodes 2 to et 2 a/ telles que to et soient reels. 

Nous avons tudie ce cas en detail. Nous pouvons, a litre d'exer- 
cice, rattacher les r6sultats que nous avons obtenus a ceux, du 
pr&enl paragraphe, en nous servant de la relation entre les fonc- 
tions p et sn. Nous avons trouve en general 



avec 
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Dans le cas actuel, le polynome 
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a ses racines r^elles } le discriminant 



est positif. De plus, e\ > e 2 > e 3 . Alors )^ 2 > o; la valeur de A' 2 
est r^elle et comprise entre o et i; les p&iodes aK et ziK! de la 
fouction sn 2 zj sont, la premiere relle, la seconde puremenl ima- 
ginaire. D'aprfes cela quand u est r^el, $>u est videmment rel. 
Nous avons vu (n 54) que, Fargument u 6lant pnrement ima- 
ginaire, pu est encore r^el; cela resulte de la formule 



Nous allons verifier cette formule en nous servant de rgalit qui 
ramene pu a la fonction sn 2 u. Cherchons Texpression de 



Quand on change g 3 en g- 3 , dans Tequation 



on change les signes des trois racines e\, e^ e$ ou, en precisant, 
si <?<, <? 2? ^3 sont les racines de Tequation precedente rang^es par 
ordre de grandeur decroissante, les racines de l'6quation 



rangees aussi par ordre de grandeur decroissante, seront 

e'i= s, $',= i, e' z = e l \ 
le carre du module de p( u, g ^ 3 ) est %al a 



On voit que c'est le carr^ du complement du module de la fonc- 
tion p(u\g^ #-,); le multiplicateur de p(w; g*,gz} est 



"" ' 



il est le meme que pour la- fonction p(a; ^ 

En rsum<, changer g* a en -7 #3 revient a changer k en ^, et 
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Ton a 



i-f-*' 2 I I 



et la formnle verifier 



equivaut & celle-ci 

i t 



ou, en tenant compte de la relation A' 2 + k 1 - = i et en posant T = 



or cette egalite r6sulte immddiatement de la formule suivante, 
montree a a n 105 



Variation des valeurs reelles de pu. Partons de la for- 
mule 



p u = e 3 +- 



'(5) 

Quand =- croit de o a K^ sny croit de o a i; en m^rae temps u 
croit de o o> et p u d^croit de + oo ^L e^ . 

Si Ton pose ^ = K + it et si Ton fait varier t de o a K ; , STL- y 

varie de i a ~ = gl ^ 3 ; en m&ne temps, on a 
^* e 2 3 r 

u = to + /^ ; 

t\ croissant par valeurs reelles de o a o) ; , pz^ va constamment en 
d&sroissant depuis ei jasqu'^b e 2 . 

Si Ton pose 5 = eK'+ ^ et si Fan fait croilre f de o a K, sn 2 y 
d^croit de oo i ^; en m^me temps, on a 
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t { croissant par valeurs reelles de o a to, pu croit conslammenl de 
e% a e 2 . 

Enfia posons u = it, faisons croitre t de o & ^- et servons-nous 

2 

de la formule 



Les periodes de la fonction 6crite au second membre sont ^ 



et 2^co, puisqu'en changeant le signe de g$ on change k en /f , par 
suite K en K/, par suite o> et a/ en ~ et z'co. D'aprs cela, quand t 
varie de o a *j, nous sommes dans un cas dja ^tudie; p(u ; go, 5*3) 
d^croit de J'infini a la plus grande des racines de 1'equation 



c'est-a-dire 3 . Ainsi, i variant de o a ^-^ J^;^, ^3) d^croit 

de H-oo a e 3 et par suite p(u] g^ g$] croit de ooae 3 . 
En 



i Quand u croit par valeurs r6elles de 0^.0),^^ decroil de 
+ 00 a^i; 

2 Quand on a u = co + it et que t croit par valeurs reelles 

de o a -T-> p u d^croit de e\ & e ; 

3 Quand on a u = u f -i~t et que t croit par valeurs reelles 
de o a o, pu croit de 3 a <? 2 J 

4 Quand on a ^ = it et que croit par valeurs reelles de o 

a -T-J pu croit de oo a e 3 . 

Cette discussion a et6 r^sum^e au n 57. Nous pouvons d'abord 
en tirer cette conclusion que pu passe par toute valeur rielle. 
B'ailleurs liquation 



a'a que deux racines dans un parall^logramoie des periodes, 
puisque le premier membre est une fonction doublement p^rio- 
dique admettant z6ro comm^ p6le double et n'admettant pas 
d'autres p61es dans un parall6logramme des periodes qui contient 
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zero. Les deux racines sont evidemment, a des multiples pres 
des p^riodes, egales a + 9 et 9. 

Nous avons ainsi defini toutes les valeurs de u pour lesquelles 
la fonction p u est reelle. 

Etude de la derivee pour les valeurs qui rendent la fonction 
reelle. D'apres 1'equation 

= 4 (p u ei ) (p u 0o ) (p u e z ), 



la derivee p f u est reelle quand pu est sup&tieure a e\ ou comprise 
entre 2 et e z \ elle est purement imaginaire dans les autres cas. 
Vojons, avec plus de details, comment se comporte la derivee dans 
les cas examines dans le paragraphe precedent : 

i Quand u croit de o a co, pu decroit constamment; la driv6e 
est reelle et negative; 

2 Quand on a u= to -+-it et que t croit de o a -^, pu decroit 
constamment, p'u est purement imaginaire, la d^riv^e de pu par 
rapport a t est negative; cette derivee est ip r u, ainsi 2J5 e st 
positive ; 

3 Quand on a u = &'-{- et que croit de o & co, pu croit 
constamment, p 1 u est reelle et positive, 

Dans chacun des cas precedents on a examind seulementnn in- 
tervalle correspondant a une demi-pdriode. En se servant de ce 
que la fonction pu est paire et admet les pdriodes 2w ? 20)', on 
v&rifiera sans peine le r^sultat suivant, se rapportant aux cas ou p u 
est reelle : 

La derivee change de signe quand la partie reelle de u passe 
par un multiple de to ou quand le coefficient de i passe ar un 

multiple de ~ 

II. BlQUADRATJQUE GAUCHE. SURFACE DES ONDES. 

H3. iquatibns de la biquadratique. La courbe d^finie par 
Ifes ^ 



z = dn u, 
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ans lesquelles u de*signe un parametre variable, est Intersection 
le deux surfaces du second degre", puisque Ton a entre x, y, s les 
leux relations 



<p == 

it, d'autre part, on peut toujours, par une transformation homo- 
jraphlque, ramener a cette forme les Equations d'une biquadra- 
ique gauche. Nous aliens indiquer les propri&es les plus simples 
le cette courbe, en nous servant de la representation parametrique 
>rcedente. 

Pour tous les raisonnements qui suivent, il importe de faire choix 
Tun syst&me de periodes qui appartiennent a la fois aux trois 
onctions snw, cnw, dnw. Or ces Irois fonctions admettent toutes 
les trois les deux periodes 4K et foKf. Envisages a ce point de 
me, ce sont des fonctions elliptiques que Ton pourrait exprirner 
rationnellement al'aide de la fonction p(u\^K t a^'K 7 ), construite 
aivec ces mSmes periodes, et de la derivee de cette fonction. 

SoitP un parallelogramme v des periodes 4K et 4^K. ; construit 
sur les deux periodes communes a sn& 3 cnw, Anu. Nous aliens 
montrer d'abord qu'a cbaque point M de la biquadratique, les re- 
lations (i) font corresponds une seule valeur de u dansle paralle- 
logramme P. En effet, coupons la biquadratique par un plan 



x = 



nous obtiendrons quatre points M <} M 2 , MS, M.J, en associant a 
x = x\ , les quatre syslemes de valeurs 



D'aulre part, liquation x = x\ donne 



la fonction elliptique sn# x\ ayant dans le paralle"lo gramme P 
des periodes 4K et 4^K.^ quatre p6les simples, a savoir les p6les 
de sna, y possede quatre zeros u\, u^ u^ } u*. Si Ton prend sue- 
cessivement ces quatre valeurs de &, & chacune d'elles correspond 
un point de la courbe dans le plan x = x\ . On obtient ainsi d'une 
autre maniere les quatre points MI , M 2 , M 3> M 4 . Si alors on fait 

A. ET L. II 
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choix d'un de ces points, le point M<, par exemple, il lui corres- 
pond dans le parall&ogramine P une seule valeur de w, la valeur 
u=tt { . Done a un point M< de la biquadratique correspond, 
dans P, une seule \aleur u^ de u : dans le plan tout entier sur 
lequel on figure la variable u, il correspond au point M 4 une 
infinite de valeurs de u donn^es par la formule 



m et n entiers. On a done une representation parametrique par- 
faite de la courbe. 

Remarque. Si Ton se donne la valeur de #, x = # et si 
Ton appellee Tune desracines de liquation sn& #< = o dansP, 
les autres w 2 ? ^ 3 , u* sont donnees par 



snw sn^i = o; 
elles sont homologues des points 



114. Forme de la courbe. On apergoit imm&liatement la 
formfe de la courbe, en remarquant qu'elle est sym6trique par rap- 
port aux plans de coordonnSes, et qu'elle se projette sur xQy 
suivant un cercle, sur xQz suivant une ellipse, sur^Os suivant 
ime hyperbole. 

Mais voyons comment il faut faire varier Targument pour ob- 
tenir tous les points reels de la courbe ; $ ely etant supposes rels, 
la relation 



montre que chacune des quantites sn 2 M, en 2 u est plus petite que i 
et Ton en conclut que u est reel, a des multiples pres des quantites 
2Ket2z*K'. 

Les formules relatives a la p^riodicite des fonctions sn, en, dn 
font voir que les points u et u + 2 K sont sym^triques par rapport 
a Taxe 0^; les points u et u + su'K 7 sont symdtriques par rapport 
al'axe Qx. 

II suffit done dja de faire varier u de o a aK. De plus les for- 
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mules 

u)= snw, 

u) = en z/, 
dn(aK u) dnu 

montrent que les points u et 2K u sont sym^triques par rap- 
port au plan des zx. Nous ferons done varier u seulement depuis o 
jusqu'aK. Nous obtenons ainsi un arc BA de la courbe situ au- 
dessus du plan des ay, allant d'un sommet situ dans le plan 
des/5 a un sommet situ dans le plan des zx. II reste ensuite a 
completer la courbe en se servant des symetries indiqu6es. 

115. Condition pour que quatre points de la courbe soient dans 
un mdme plan. L'equation que determine les parametres des 
points d'intersection de la courbe avec le plan 



D =o 
est 

(a) A sn u + B en u + G da u + D = o. 

Le premier membre est une fonction doublement priodique aux 
periodes 4K et 4^'K 7 adniettant dans un parallelogramme des pe- 
riodes quatre infinis qui sont les zeros de (), par exemple les 

points 

f K f , zK'- 



La fonction (2) a done dans un parallelogramme quatre z6ros 
u t , u%, u&, u 4 correspondant aux quatre points d r interseclion du 
plan avec la courbe. La somme des zeros ne differe de la somme 
des infinis que par des multiples des periodes 4K. et 4&K.' : o n a 
done 

(3) wj-i- M 2 -4- w 3 4- w 4 = 4^K-hqniK f , 

m et n entiers. Cette condition n^cessaire pour que quatre points 
soient dans un plan est suffisante. On le voit comme pour trois 
points en ligne droite sur une cubique plane (n 59). 

. Plans bitangents menes par une tangente donnde. Soit u\ 
le parametre du point de contact M 1 de la tangente donnefe et u le 
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parametre da deaxieme point de contact M 5 on a 
2 u +- 2 HI = 4 wK -H 



Comme deux valeurs de u qui ne different que par des multiples 
de 4K et 4 iK' donnent le meme point, il suffit de donner a chacun 
des nombres entiers m et n les valeurs o et i et 7 par suite de 
consid^rer quatre valeurs de w, savoir 



II y a done quatre plans bitangents qui passent par la tangente 
en M t ; les points de contact sont les symetriques du point M 4 par 
rapport aux trois plans de coordoim6es et par rapport a Forigine. 
On voit de plus que les quatre plans bi tangents menes par la 
tangente en M< sont les plans tangents aux quatre c6nes du second 
ordre passant parlabiquadratique (trois de ces c6nes se reduisent 
ici des cylindres). 

II est facile de deduire de la que le rapport anharmonique 
des quatre plans bitangents men6s par la tangente en M. { reste 
fixe quand le point M < se deplace sur la courbe. En efiet, les 
Equations des quatre c6nes sont 



/= a? 2 -H.7 2 1 = 0, 
<p ~/: 2 ^2-i-5 2 i = o, 
? _ */=<>, 

? / =o. 

Les equations des plans tangents au point M( sont de la forme 



P = o, Q ^P^o, 
Q = 0> Q- P =o; 

le rapport anharmonique de ces quatre plans est egal a A" 2 . II est 
constant et i'on voit que sa valeur donne le carre du module des ' 
fonctions elliptiques qui ont servi k la representation param^- 
trique. 

Si Ton prend la perspective de la biquadratique, le point de vue 
6tant au point M i de la cotrrbe, on obtient une cubique qui passe 
par la trace m\ de Ja tangente en M^ les plans que 1'on peut 
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mener par cette tangente et les tangenles a la courbe de Tespace 
OBt pour traces les tangentes a la cubique menees par le point m { . 
D'ou ce theoreme : 

Hun point pr is sur une cubique on pent encore mener quatre 
tangentes a la cubique et le rapport anharmonique de ces 
quatre tangentes est constant. 

Points de rencontre de deux tangentes a la biquadra- 
tique. D'apres ce que nous venons de voir, si deux tangentes 
sont dans un mme plan et ne sont pas paralleles, leur point de 
rencontre est situeJ dans 1'un des plans de coordonn6es. Pour avoir 
le lieu de ceux de ces points qui sont situs dans le plan #= o, 
par exemple, il suffit de chercher la courbe dcrile dans ce plan 
par la trace de la tangente en un point variable de la biquadratique. 
On trouve sans peine que ce lieu peut tre repr6sent par les 
equations 



__ i 

CD u 



et qu'il est du quatrienae degre. 

CeLte ligne et les lignes analogues situ^es dans les autres plans 
de coordonn^es et le plan de rinfini sont les lignes doubles de la 
surface du huitime ordre engendr^e par les tangentes la biqua- 
dratique. 

116. Plans osculateurs menSs la course par tin point de la. 
courbe. Supposons que trois des quatre points d'intersection 
de la courbe avec un plan soient confondus. La relation entre les 
parametres de ces qualre points devient 



ou bien 

u\ 



II suffit de donner a chacun des nombres entiers m et n les valeurs 
0, i , a. II y a done neuf plans osculateurs menes i la courbe, par 
le point MJ. Quand on projelte la courbe, le point de vue etant 
enM^ les traces de ces plans deviennent les tangentes d'inflexion 
de la cubique. 
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Plans surosculateurs. Si les quatre points d'intersection 
delacourbe avec un plaa viennenl se confondre, la relation entre 
les param&tres de ces quatre points devient 



ou bien 

u = mK + niK'. 

Ghacun des entiers m et n pouvant prendre quatre valeurs o, i ? 
2, 3, on trouve 16 points. Ces points sont les sommets de la 
courbe : un des plans correspondants est la limite d'un plan bi- 
tangent dont les deux points de contact sont venus se confondre. 

117. Determination des surfaces du second ordre passant par la 
biquadratique. Considerons une corde joignant deux points 
quelconquesM< , M& de la biquadratique ; il existe une surface du 
second ordre S passant par la courbe gauche et admettant MjM 2 
comme generatrice rectiligne. Si Ton mne un plan par la corde 
M|M 2 et si M' n M' 2 sont les deux nouveaux points d'intersection 
de la courbe par ce plan, la droite W { M' 2 est une generatrice de 
la surface S et une gdn^ratrice du second syst^me, en appelant 
premier syst&me celui auquel appartient la droite M 4 M 2 . En 
tenant compte de la relation qui exprime que les quatre points 
M<, M 25 M|, M' 2 sont dans un meme plan 

Ui H- w 2 -h u\ 4- K'J = 4 m K -h 4 n iK', 

on voit qu'une generatrice d'un systeme determine de S ren- 
contre la biquadratique en deux points dont les arguments 
ont une somme constante. 

La valeur de la constante change seulement de signe quand on 
passe d'un systme de generatrices & 1'autre pour une mme surface 
du second ordre; elle est egale a une demi-periode o, aK, 2iK 7 , 
ou aK+2iK' quand la surface est Pun des quatre c6nes du 
second ordre qui passent par la biquadratique. 

Comme application, nous allons considerer des polygones dont 
les c6tes sont des generatrices d'une surface S passant par la bi- 
quadratique et dont les sommets sont sur la courbe, et nous cher- 
cherons la condition ponr qu'un polygone ainsi defini se ferme. 

Les arguments de deux sommets consecutifs sont lies par les 
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relations suivantes, dont les deux formes correspondent aux deux 
syst&nes de generatrices, 

== C, 

3 )~ C, 



le signe de congruence == signifiant que Fgalit a lieu a des mul- 
tiples pres des p^riodes 4K. et 4iK/- Si Ton veut, par exemple, 
avoir un quadrilatere, on exprimera que s ne difiere de u^ que 
par des multiples des p^riodes 4K et 4J-K.'- En ajoutant membre 
a membre les Equations precedentes on trouve 



C doit tre un quart de p^riode. Les quadrilat^res ne se ferment 
que si la surface consideree correspond a une telle determination 
de C et ils se ferment tonjours pour une surface ainsi definie. 

II resulte de ce qui precede qu'une surface du second ordre 
passant par la biquadratique est caract^risee par un argument 
elliptique defini au signe pres. 

118. ^nation de la surface des ondes. Cette surface peut 
6tre definie de la fagon suivante. tant donn6 un ellipsoi'de qui, 
rapport6 a trois axes rectangulaires, a pour Equation 



on le coupe par un plan variable passant par le centre 
Ao? +- By -h ds = o , 

et, sur la normale au plan men^e par le centre, on porte & partir de 
ce point des longueurs dgales aux axes de la section. 

Liquation qui donne les longueurs des axes de la section est 
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Pour Pun des points x, y, s correspondant au plan A, B, C on a 



de sorte que liquation de la surface est 



En chassant les denominateurs et en supprimant le facteur 
f-s 2 on obtient 



La trace de la surface sur chacun des plans de coordonnees se 
decompose en deux coniques. II est facile de le voir en se reportant 
& la definition geom^tri que des points dulieu. Si Pon coupe Pellip- 
soi'de par un plan touraant aatour de Pun des axes, Oy par 
exemple, Pun des axes de la section est constamment egal a Paxe 
moyen p, Pautre est un diamfetre de Pellipse principale situ^e 
dans le plan zQx. Les points correspondants du lieu sont dans 
le plan zQx et ils sont situs sur un cercle de centre O et de 
rayon (3 et sur Pellipse que Pon obtient en faisant tourner d'un 
angle droit Pellipse principal e. La trace de la surface est done re- 
pr&sentee par Pensemble des deux equations 



on trouverait dememe pour les autres traces 



x = o, (7 2 4- ^ 2 a 2 ) (p 2 jK 2 -i- Y 2 -s 2 P 2 Y 2 ) = o. 
Geci conduit a mettre liquation de la surface sous la forme 






C'est cette forme dont nous aurons surtout a nous servir. II est 
Evident que Pon aurait une forme analogue correspondant a 
chacun des autres plans de coordonnees. 
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119. Expression des coordonnees d'un point de la surface en 
fonction de deux paramfrtres elliptiques. On peut exprimer les 
coordonnees d'un point variable de la surface en fonction de deux 
param&tres elliptiques au moyen des formules 

x = p sn(#, 7c) dnO, ), 
y = a cn(w, k) cn(p 7 1), 
z a dn(w, )sn(t>, ^), 

le module /: des fonctions del'argument u et le module I des fonc- 
tions de 1'argument 9 6taht d^finis par les 



^ = T 2_ a 2 ? ^^ pt yi a 2 ? ^ ~ ^2 ^2 _ a 2 ' 

ou Ton suppose 

*<P<r- 

Nous ecrirons les formules prec^dentes sous la forme abregee 



z = 



en attribuant 1'indice i aux fonctions de 1'argument P. 

Verifions d'abord que les valeurs de #, y^ z donnees par ces 
egalit^s satisfont a liquation de la surface quels que soient u et 9. 

En ^levant au carre les deux membres de chaque 6galit6 et en 
exprimant les fonctions elliptiques de cbaque argument a 1'aide 
du sinus amplitude correspondant, on trouve successivement 



On en d6duit 

* I), 



et comme on a pos6 
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on voit que 1'on a bien, quels que soient s et 



120, Interfiles dans lesquels il suffit de faire varier la partie 
r6elle et le coefficient de i de chacun des arguments pour avoir 
toute la surface. Les trois fonclions sn#, cn&, dnu admettent 
comme periodes 4K et4z'K'; de meme, les trois fonctions snc>, 
cnt>, dnp admettent les periodes 4L et 4*L' (en supposant que L 
et U correspondent a I comme K et K' a k). Mais les formules 



= cnw, cn 
= dnw, sa 



montrent que les arguments 

u -+- 2 K, v -+- 2 i'L' 
donnent le m&ne point que les arguments 

u, 9. 
On verrait de mme que 



donnent le m&ne point que 



et Ton pent conclure de la qu'il suffit de faire varier la partie ima- 
ginaire de u entre deux valeurs diflferant de ;uK/ et la partie ima- 
ginaire de 9 entre deux valeurs diffrant de 



421. Les lignes param6triqu.es sont orthogonales. Les lignes 
obtenues en faisant varier un seul des param&tres u et P sont des 
biquadratiques (voir n 113). Nous allons d^montrer que les deux 
families de lignes ainsi d^finies sont orthogonales. 

Les cosinus directeurs de la tangente sont proportionnels a x' u , 
y'u,7 z 'u, pour un point de la ligne obtenue en faisant varier le para- 
m&tre u ; les quantit^scorrespondantes*sont proportionnelles a x^ 
y^ ^pour 1'autre ligne; nous avons done a verifier que Ton a, 
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pour un systeme quelconque de valeurs de u et de t>, 



Galculons ces derivees : 



Dans chacun des produits x'^x^ y u y^ z u z v i o^ trouve en 
facteur 



et Tegalile' a verifier se reduit 4 Tidentit^ 



e\idente, si Ton se rappelle que P= *j^k'* (n 119). 

122. Points singuliers. Nous avons YU que la trace de la 
surface sur Pun des plans de coordonnees se decompose en deux 
coniques; les quatre points communs a ces deux coniques sont 
des points coniques de la surface. Considerons, en particulier, la 
trace sur le plan zQx. On doit avoir 



y = o, 
Pour en u = o, on a s-= i , et liquation (n 119), 



montre que les points correspondants du lieu sont les points du 
cercle 



Pour en 9 = o, on a $1 = i , et liquation 

p*)(*J i) 



montre que les points correspondants du lieu sont les points de 
1'ellipse 



L'un des points d'intersection du cercle et de 1'ellipse est donne 
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par les valeurs des parametres u et v telles que 1'on a a la fois 



Mais chacune des trois derivees x u , y u: z' u contient en facteur c 
ou c { et il en est de m6me pour x' y , y v ^ z f v . Done, les developpe- 
ments de#, y, , suivantles puissances des accroissements AH, Ap 
donnas aux parametres a partir du point consid^re, commencent 
par des termes du second degre; le point est point conique de la 
surface. On v^rifie sans peine que ses coordonn^es annulent les 
trois derives /j, f^ fL du premier membre de 1'equation de la 
surface. 

Nous avons ainsi quatre points doubles reels dans le plan0#. 
On les obtient comme points du lieu lorsqu'on coupe rellipsoi'de E 
par un plan passant par Taxe moyen et donnant comme section 

un cercle. 

Fig. 8. 




On trouverait de mme quatre points coniques de la surface 
dans chacun des autres plans de coordonndes et il r^sulte de la 
definition g^ometrique des points du lieu qu'il n'j a pas d'autres 
points coniques a distance finie. La forme de liquation de la sur- 
face conduit a consid&rer comme points coniques les points il'in- 
fini sur les quatre generatrices communes aux deux c6nes 



2 = o. 



On a done en tout seize points singuliers; quatre de ces points 
seulement sont reels : ce sont les quatre points coniques situs 
dans le plan 
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123. Plans tangents singuliers. Un plan perpendiculaire a 
nn plan principal, et dont la trace sur ce plan est ime tangente 
commune aux deux coniques en lesquelles se decompose la sec- 
tion principale correspondante, est un plan tangent singulier : il 
touche la surface en une infinite' de points situe"s sur un cercle, 
Considerons, en particulier, la trace de la surface sur le plan 

des xz 

# 2 z* 

0? 2 -*-3 2 2=0, -r -4- - 1 = 0, 

r Y a 

et cnerchons d'abord les tangentes communes a ces deux coniques. 

Si'une droite 

wz + i = o 



est tangente a chacune <Je ces coniques, on a 
p 2 w 2 -+ P 2 w 2 = i , Y 2 ^ 2 + a2 ^ 2 
En resolvant ces deux Equations, on obtient 




Y* a* 

L'une de ces tangente? a done pour Equation 



Coupons la surface par le plan perpendiculaire a zQx et ayant 
pour trace cette tangente commune. En remplagant dans liqua- 
tion du plan x et z par leurs valeurs en fonction des parametres 
elliptiques, nous avons, entre les parametres d'un point de la sec- 
tion, la relation 



et, comme on a k'\ = I, cette relation peut s^crire 

Pour verifier que la ligne de'finie par cette relation est une 
coniqne compile deux fois, nous allons la couper par une surface 
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et montrer que les points d'intersection sont deux a deux con- 
fondus. Les valeurs de 5 et de d correspondant aux points d'inter- 
section sont donn^es par les deux Equations 



ksd l +- Idsi = i . 



Or, liquation du second degre qui donne les valeurs de 5 a ses 
deux racines dgales ; tandis que si I'on avail coupe la surface par un 
plan quelconque parall&le a Qy, le meme calcul aurait conduit a 
deux valeurs distinctes de $. Done le plan 

kx -i- ks = (3 

coupe la surface suivant une conique compt^e deux fois et, comme 
iln'y a pas de ligne double sur la surface, il est tangent tout le 
long de cetle conique. 

On peut verifier le r&ultat precedent au moyen d'un calcul 
plus symetrique ? en formant une combinaison homogene des deux 
equations pr^cedentes en s et rf, savoir 



= o. 



Gette Equation donne les valeurs de -j- Or, en transformant le 
premier membre d'apr^s 1'identite 

(A*-hB*)(A f *-hB') (AB r -l-BA / ) 2 =(AA / -BB') 2 5 
on voit qu'il se r^duit a 



et Ton retrouve que les points d'intersection sont deux a deux 
confondus. Mais on peut, en outre, dlduire de ce calcul une 
forme de I'equation de la surface mettant en Evidence les plans 
tangents singuliers perpendiculaires au plan zQx. Nous avons 
remarqu^ qu'on a 1'identitl 

i (fod t 4- dl$ t )*= (klssi ddtf, 

en supposant s et d d'une part, ^ et d t d'autre part, lies par les 
relations 
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Cette identit6 peut s'^crire 

( ksdt -+- dlsi i)(foG?! 4- dls L 4- 1) s= (/$$! d<f 4 ) 2 . 
et, en y changeant s t en s on en deduit 

(ksdi dl$i r) (ksdi dls t 4- 1) == (klssi + ddi ) 2 . 



Multiplions membre a membre ces deux identit^s et designons 
les parentheses situees dans les premiers membres par q { , q^ 
q 3 , qt, nous obtenons la nouvelle identity 



qui peut encore s'ecrire 

5i i) 2 , 



et qui donne la forme cherchee de liquation de la surface; il 
suffit d'y remplacer^, rf, s d\ en fonction des coordonn^es x, 
y, z du point correspondant de la surface; 



q i = ksdi -\-hid i 
devient 



gr 2 ? ^3? ^4 se transforment d'une fa9on analogue. D^autre part 

Z2 5 2-{-A-25 2 I 

devient (n 119), en d6signant par \ et [x des constantes, 



a 9 -) i, 
et 1'on obtient pour la surface liquation 



Cette Equation montre d'abord que la section de la surface des 
ondes par le plan Q 1 = o est la conique section de la surface cp 
par le mme plan, comptee deux fois. Cette conique est un cercle, 
car en cherchant les plans r^els qui donnent des sections cir- 
culaires dans la surface cp, on trouve que ces plans sont parall&es 
aux deux plans 

(a 2 p*)#2-h(Y 2 ?*)- = o, 
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ou bien 



(kat 4- k'z)(kx k'z) = o. 

Nous avons trouv6 quatre plans tangents singuliers correspon- 
dant au plan zQx ; on en trouverait de m&ne quatre autres corres- 
pondant aux deux autres plans de coordonndes, et quatre autres 
qu'on peut d^finir comme les plans tangents communs aux deux 
cones 



On a ainsi seize plans tangents singuliers dont chacun touche la 
surface tout le long d'une conique. 



Forme de la surface. Distribution des valeurs des para- 
metres. La fig. 8 (*) indique les sections de la surface par les 
trois plans de coordoanes. La surface se compose de deux 
nappes rSunies par quatre points coniques et dont Fune est tout 
enti&re situ^e a 1'interieur de 1'autre. 
Elle est representee, en perspective,, dans la Jig. 9 : on a 




mnag< une ouverlure qui permet de voir la nappe intdrieure. 



() Ces figures soat eraipmat^es au Traite de Geometrie de MM. Rouch6 et 
<ie Cosaberousse; 
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On a represent (fig. 10) le corps solide ou noyau qui serait ie- 

Fig. 10. 




convert par la nappe int^rieure seule, et (fig. u) la section de 
la surface par un plan passant par les quatre points coniques. 



Fig. IT. 




Cherchons entre quelles limites varient s et $ t . D'apres la 
relation 



si nous coupons la surface par une sphere concentrique, tout le 
long de I'mtersection s reste constant, x, y, z sont a des facteurs 
constants pr^s ^gaux a rf l? C M s^ 1'intersection est une biquadra- 
tique. Le carr^ du rayon de la sphere peut lre reprsent par 



Pour ,que la sphere rencontre la surface, il faut que p 2 soit 
positif et compris entre a 2 et y 2 : s 2 doit done tre positif et eom- 

pris entre o et T^- 

A. ET L. 13 
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Quand $ 2 varie de o & i, la biquadratique form^e de deux ovales 
separes par le plan y Oz dcrit la nappe int^rieure de la surface. 

Quand s 2 varie de i a ^ la biquadratique formee de deux ovales 

separees par le plan # Oy d^crit la nappe ext^rieure. 
De mme, d'aprs la relation 



on voit que $ 2 varie entre o et i. A une valeur donn<5e de s< 

correspondent des points situ^s stir une biquadratique ; quand $ 2 
varie de o a i la biquadratique formee de deux ovales s6pares 

par xOy dccrit la nappe int&rieure; quand 5 2 varie de i k ~ la 

biquadratique formee de deux ovales spar6es par yOz dccrit la 
nappe extrieure. 

On d^duit aisement de ce qui precede le moyen de determiner 
la nature des arguments qui correspondent a un point pris sur 
1'une des nappes de la surface et la position du chemin ddcrit par 
le point M d' arguments u et v, quand on fait varier un'seul de ces 
arguments. 

Prenons, par exemple, un point M sur la nappe int6rieure et 
dans le triedre des coordonn^es positives ; Tun des sysl&mes d'ar- 
guments correspondants sera form< de deux valeurs r<$elles K O , P O 
lelles que Ton ait 



Nous avons deja remarqu^ que le mme point est donn6 par les 
valeurs 



w 0j aL P O ) 

des arguments, et il est evident qu'on peut partir de M avec le 
syst&ne & 0j t> et revenir au mme point avec le systeme 
(aK KO, aL p ) en faisant varier successivement un seul des 
arguments. 

Voyons, en detail, comment se dSplace le point M d'argu- 
ment u, 9, quand, wrestant 6gal a U Q , 9 varie de P O ft ^L v 
puis, quand, 9 restant %ai a 2 L 9^ u varie de U Q k aK a . 
Pour u = UQ, on a uae fciquadratique formee de deux ovales que 
sgpare le plan des>^ Comme nous ne consid^rons que des va- 
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leurs positives de p, le point M restera sur Fovale de droite; 
soit Op cette ovale. De m6me, pour p = p , on a une biquadratique 
form^e de deux ovales spares par le plan des xy. Le point M 
restera sur 1'ovale situ^e au-dessus de ce plan; soit C a cette ovale. 
Cela pos6, quand p varie de P O a L, puis de L a aL P O , le 
point M se deplace sur C? depuis M jusqu 7 au point le plus haul 
de Povale, traverse le plan des zx et vient en M' , symetrique 
de M par rapport ce plan. Quand ensuite u varie de w aR 3 
puis de K a 2 K # 0) le point M se ddplace sur C depuis M' jus- 
qu'au point de la courbe C tt situee dans le plan zQcc et dont Vx 
est positive, traverse le plan zQx et revient en M (fig. 12), 




Remarquons encore que les points de G u oh la tangeate est pa- 
ralUle a Oy sont sur le cercle 



ou plus exactemenl sur Tun des deux arcs de ce cercle qui appar- 
tiennent &. la trace de la nappe inl&ieure; les points de C, ou la 
tangente est parall&le a y sont siir Fellipse 

a 2 a? 2 -!- f 2 z* a 2 y* = o, 

ou mieuxsurTun des deux arcs de cette ellipse, qui appartiennent 
a la trace de la nappe intrieure. 

Pour un point de la nappe ext&ieure Pun des $ystmes de va- 
leurs de w, t> est de la forme 

u = K H- zV, p 



:8o 
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a! el b f 6tant r^els ; Pautre sysleine est alors forme des valeurs con- 

juguees 

2K - u = K - ia\ 2! v = L ib'. 

On verra, comme dans le cas precedent, comment on pent 
passer d'une manure continue du premier systeme au second. 

Remarque. Le fait qu'a un point donne correspondent 
deux systemes distincts de valeurs de u et P, donne lieu a une 
complication analogue, d'une certaine fagon, a celle qu'on ren- 
contre dans Petude des fonctions algebriques. La discussion pre- 
cddente montre comment on ponrrait faire disparaitre, en partie, 
cette complication, en considerant la surface des ondes comme 
form^e de deux feuillets r^unis suivant des lignes joignant deux 
des points coniques. 



ni. PENDULE SIMPLE. fiiASTiQUE PLANE. CORDE A SAUTER. 

MotJVEMENT A LA PoiNSOT. 

125. Pendule simple. Quoique la thorie du pendule simple 
se dduise comme cas particnlier de celle du pendule sph^rique 
que nous avons trait^e ^ Faide des fonctions p et cs 1 , nous la 
reprenons ici a litre d'application des fonctions sn, en, dn. 




Prenons un axe 0^ vertical et dirig vers le haut, Forigine 
^tant au point de suspension du pendule, et supposons le mobile 
lance du point le plus has M Q (z=l) avec une vitesse initiale 9 ; 
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Je thdoreme des forces vives donne 

t z ) avec a = 1-\ 

iff 

1 Supposons d'abord que la droite U(z = a) coupe le cercle 
en A, A', c'est-a-dire que Ton ait a< ?, ou ? < ^\j~Lg- Le mou- 
vement consistera alors en oscillations isochrones entre A et A'. 
Prenons pour variable Tangle M OM = 6. Nous avons 

z= ZcosO, a = Icosa, 

en appelant a Tangle d'^cart maximum M OA. L'expression de la 

vitesse est 

ds I d 

V "" ~dt ~~ ~dt 

et liquation des forces vives devient 

) cosa), 

\W-fc/ 

qu'on peut crire 
d'ou 



/ 



sin 2 sin 2 - 



Nous prendrons le signe -+- en supposant quele mobile monte. 
En comptant le temps a partir du moment ou le mobile parl 
de M et en posant 



. .a 

sin- = 
2 



on a 



On est ainsi ramen6 a une integrate elliptique et liquation ci- 
dessus rdsolue par rapport a u peut s'^crire 



& > 
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c'est-a-dire 

sin- =8inSsn(*i/f.); 

r\ n V I/ / / * 



COS- =\/ I 



on obtient ainsi les coordonn^es Ism 9 et /cos 9 du mobile en 
fonction uniforme du temps. 

Pour avoir le temps T que met le mobile a aller de M en A, il 
faut fairevarier 9 de o a a, c'est-a-dire u de o a i; done, en posant 

K r 1 da 

J Q v/(i-a)(i #ai)' 

on aura pour T la valeur K.I/ et la dure de 1'oscillation simple 

* 



sera aKi/-. Si Ton ajoute cette quantite a ?, le mobile doit 

r 5 

prendre la position M ; sym^trique de M et sin 9 doit changer de 
signe, ce qui fournit une verification de la formule 



2 II nous faut maintenant considerer le cas ou la droite II ne 
rencontre pas le cercle, c'est-a-dire ou Ton a a > I. Liquation 
des forces vives v*=zg(a z) peut s^crire 



ou 



en posant & 2 = ^-^; * a est plus petit que i puisque a est plus 
grand que L En r6solvant par rapport a dt, posant 



2 I 

A 

et prenant u = sin - comme nouvelle variable, il vient 
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d'ou, en resolvant par rapport #, c'est-a-dire en faisant Tin- 



version 



On en dduit 



sn - = 



cos- = v i 



Le temps T que met le mobile a arriver au point le plus haut 
s'obtient en faisant varier 9 de o a ic, c'est-&-dire u de o a i ; il est 

A K 
done Y* 

3 II reste enfin a traiter le cas intermediate ou la droite II 
serait tangente & la circonference donnee : a = /. On peut alors 
effectuer les integrations a 1'aide de fonctions exponentielles (cas 
de deg^n^rescence), car le module k des fonctions elliptiques 
pr^c^dentes devient egal a i. Revenons, en effet, a liquation 
des forces vives ^ 2 = zg(a z}, nous Pecrirons 



et, en integrant, 



La constante d'int^gration est nulle puisque t doit s'annuler 
avec 8. Lorsque t croit indefiniment, 6 tend en croissant vers la 
limite TC; le mobile s'approche indefiniment da point le plus taut 
sans jamais Tatteindre. On a alors 



Remarque sur I' interpretation de la periode imaginaire 
af'K'. Pla9ons-nous, pour simplifier, dans le premier cas (1), 
oil le pendule oscille entre les points A et A'. Supposons que la 
pesanteur change de sens et que le pendule oscille sur Fare supe- 
rieur A* A', efltre lea,mtaes points A et A'. Pour avoir les for- 
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mules relatives a ce nouveau mouvement, il suffit de changer, 
dans les formules du premier cas (i), a en TC a et, par suite, de 

remplacer le module k = sin - par son complementaire k r = cos - - 

Les fonctions elliptiques qui donnent le nouveau mouvement 
sont done construites avec le module complementaire de k et, en 

particulier, la duree de la nouvelle oscillation simple est aK/4/ 
f Comptesrendus } t. LXXXVII, p. 1074). 

126. Elastique plane sans pression. Nous avons deja vu 
(n 68) qne le probleme de Fflastique gauche conduit aux rnemes 
equations que I'&ude du mouvement d'un corps pesant de revo- 
lution, suspendu par un point de son axe. 

En particulier, le probl&me de Pelastique plane sans pression 
conduit aux memes equations que Fetude du mouvement d'un 
pendule simple. C'est ce que nous allons montrer rapidement. 

Imaginons une tige ^lastique dont la fibre moyenne afFecte a 
l^tat naturel, la forme d'une coarbe plane connae C et soit p 

Fig. 14. 




la valeur du rayon de courbure en un point M .de cette courbe. 
Supposons ensuite qu'on d^forme la tige en faisant agir sur elle 
des forces quelconques, mais de telle fagon que la fibre moyenne 
reste plane et premxe une nouvelle forme C. Le rayon de courbure 
en M devient alors p. Dans cette position d'6quilibre contraint, 
les forces elasticpes sont d^termin^es d'apr^s les lois suivantes : 
Si Fon conpait la tige en M, pour maintenir I'^quilibre ii 
fandrait appticjaer 4 la section en M une force T dans le plan de 
la courbe C et un couple dont Faxe est perpendicukire a ce plan 
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et dont le moment N est proportionnel a la variation de la cour- 

bure : 

P Po 

"" \P~~po/ 

B d^signant un coefficient constant qui depend de la nature de 
la tige. 

Nous traiterons ici le cas simple ou la tige est primitivement 

rectiligne, = o, et ou 1'on fait agir seulement sur ses extr- 

mit^s Mi et M 2 deux forces T< et T 2 situ^es dans le plan de la 
courbe d'equilibre et deux couples N 1 etN 2 ayantleurs axes nor- 
maux a ce plan. Les deux forces Tj et T 2 sont egales et opposees, 
car les seules forces ext^rieures appliquees a la tige en 6quilibre 
etant les forces 1\ et T 2 et les couples Ni et N 2 , la somme des 
projections de ces forces sur un axe quelconque doit tre nulle. 
Les forces T 4 et T 2 forment alors un couple qui fait quilibre 
aux couples N< et No. 

Prenons pour axe Ox une droite parallele a Ti et T 2 . Soit M 
un point quelconque de la fibre mojeone : si la tige tait coupde 
en M la partie M<M serait en equilibre sous Taction des forces 
exterieures suivantes : i la force T\ et t le couple N< agissant sur 
FextremiteMi; 2 une force T etun couple N agissant surM; le 
couple N a pour moment 



i 
puisque nous supposons = o. 

Ges forces exterieures appliqu^es a Tare M 4 M se font Equilibre. 
Done, T est gal et oppos6 a T\. En outre, la somme des mo- 
ments de toutes les forces exterieures, par rapport a un point du 
plan doit Stre nulle. En prenant la somme des moments par 
rapport a O, nous avons 



T> 

d'ou, en remplagantT parT^ et N par -? une Equation dela forme 
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c 2 d^signant une constante positive et b une autre constante. On 
pent toujours d^placer Taxe des x parallelement ik Iui-m6me de 
fagon a faire disparaitre cette derni&re constante et a ramener 
ainsi Pequation de la courbe a la forme 



Nous allons montrer que ? lorsqu'un point d^crit la courbe elas- 
tique avec une vilesse constante, la normale en ce point oscille 
comme un pendule autour de la perpendiculaire abaissee de ce 
point sur la ligne d'action des forces T, c'esl-a-dire sur Qx ( { ). 

Soit, en effet, 9 Tangle de la normale en M avec cette perpendi- 
culaire ; si le point mobile se d^place de ds la normale tourne de 
Tangle a?9 et Ton a 

^ - I = Z 
ds p c2 ; 

d'ou, par differentiation, 

c? 2 9 - T dy i . . 

(l) -T-T = -r -7- = -- rSinO. 

v y ds* c* ds c 2 

Si Ton pose- =4/^, on retrouve 1'gquation du mouvement 
pendulaire 

S-f-- 

Pour int^grer liquation (i), multiplions les deux membres 

dQ ., . 

par -J- et integrons : il vient 



(z)' -? 



d6signant une constante arbitraire. On a alors 



Trois cas sont distinguer, correspondant aux trois cas ren- 
contrs dans le pendule simple, suivant que [Ji est compris entre 
i et + 1 9 sup^rieur ^L i , ou egal a i . 

C 1 ) Comparer b GRBBNHILL, Fonctions elliptiques. 
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Premier cas. Dans le premier cas on pent poser 



= cos a. 



L'angle 6 varie de a a +a; la courbure et PordonnSe y 
s'annulent pour 9 = a. 

On a ainsi la forme de la courbe (fig. 14, I). Les points cor- 
respondant a e=a sont les points B et B'. Cette forme de 
courbe correspond an mouvement oscillatoire du pendule. 

On a trouve dans ce cas, pour le pendule, 



. 

sin- = ? 

2 \ I 



avec k = sin-' On a done actuellement par le mme calcul, en 



faisant - = ~ 
c \ I 



5 6 5 

- ? cos-=dn- ? 

C 2 C 



J 2 / . a 6 ik s 

- = -4/ sm 2 -- sm 2 - = en- > 
p GV 2 a c c 

c- s 

v = = a &c cn - 

P c 

Calculons enfin co en fonction de 5, on a 

^ A 

= cos = i 2 sin 2 - = i 2 a sn 2 - 
as ic 

D'ou, en integrant de o a s et se rappelant la formule du n 100 



- 

e(o) 



Deuxidme cas. Si Ton a p > i, 8 pent varier de o & aic : 
et - ne s'annulent jamais; la courbe a la forme II de 
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Ce cas correspond au mouvement r&volutif du pendule. On 
ach&verait le calcul comrae dans le cas precedent, en employant 
les mmes transformations que pour le mouvement r^volutif du 
pendule simple. 

Troisieme cas. Si [A = i, on se trouve dans un cas de dege- 
nerescence. On a alors 

( T ) = 4 cos2- > 

\ds ] c 2 2 

A 

ds * s _ t /e K\ 

- = Logtang 7 H- - }, 

C \ "T 4 / 



c g 

cos - 

'2 



tang - -i- 7 = e c . 



y = ac cos - = :? 

2 

~c 



/ ,6 \, 0^8, 

= 2 cos 2 -- i)ds = accos --- as, 

\ 2 / 22' 



<? e c 

-- 5 = 20 - - - s. 



La courbe est alors asymptote a Paxe 0^, comme on le voit en 
faisant tendre 9 vers iu, et 5 vers rb oo. 

127. Corde a sauter. Imaginons une corde homogene dont 
on tient les deux extr6mils et qu'on fait tonrner tr6s vite autour 
de la droite joignant ces deux extrmits. On peut alors n^gliger 
1'action de la pesanteur sur les divers l6ments de la corde et 
chercher la figure permanente que prend la corde dans son mou- 
vement. Par rapport a un systfeme d 7 axes tournant avec la corde, 
cette figure permanente est une position d'equilibre relalif. 
D'apr&s la th6orie de 1'^quilibre relatif, on doit exprimer qu'il y 
a 6quilibre entre les forces agissant r^ellement sur chaque ^16- 
ment de la corde et les forces centrifuges. 

La force centrifuge agissant sur un ^l^m^nt de masse m est 
perpendiculaire a 1'axe de rotation et repulsive; elle a pour inten- 
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site Tttto 2 ;*, to d6signant la vitesse angulaire constaDte de la rota- 
tion et r la distance de Tenement m a 1'axe. 

En prenant 1'axe de rotation pour axe 0#, on est done ramene 
a un probleme sur 1'equilibre des fils que Ton peut e*noncer ainsi : 

Un fil est attach^ en deuce points de I' axe Ox et ckaque 
element dufil est repousse par Uaxe proportionnellement a sa 
longueur et a sa distance a I 7 axe. 

Toutes les forces qui agissent surle fil rencontrant 1'axe Ox, le 
moment de la tension par rapport a cet axe est constant tout le 
long dufil; mais, commele fil est attache en deux points de Taxe, 
le moment de la tension aux extre*mite*s est nul; ce moment est 
done constamment nul et Ton a 



d'ou 

dy dz 



m ^tantune constante. La figure d'^quilibre est done dans un plan 
passant par 1'axe Ox. Prenons ce plan pour plan des xy, la force 
agissant sur Tel^ment ds est perpendiculaire a Ox^ repulsive et 
proportioonelle a Tordonn^e y 

Y ds = [JLj ds. 
Les equations d'dquilibre sont done 



la premiere donne T^= A, ou Ton peut toujours supposer A 

positif en complant les arcs s dans un sens tel que x croisse 
avec s m , en portant cette valeur de T dans la deuxidme equation et 
posant 



_, = , 

on a 1'equation 
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i go 

et en integrant 



6 2 dsignant une constante necessairement positive puisque le 
premier membre est positif. Isolant le radical, ^levant au carr6 et 

remettant pour y* sa valeur -3-, on a 



Comme le fil est attache a 1'axe QJC, liquation doit donner une 
valeur reelle pour y 1 quand JK = O, done # 2 >a 2 . En d^signant 
par cp (y), le polynome bicarr place sous le radical, on a 



y partant de z^ro ne peut varier qu'entre \/6 2 a 2 et + y/6 2 a 8 . 
Construisons la courbe. Supposons que le fil soit attach^ en 
(fig. 1 5) et qu'il soit situ dans Tangle yOx : alors x croit 

Fig. i5. 



. 



M^L.Mr 
/fTT\ P. B 2 



d'abord avec y, -^ est positif, et Ton a 



j^ croissant, x croit, jusqu'a ce que y = \/b' 2 a 2 ; x atteint alors 
la valeur 



^o 



on a ainsi la branche OA^ ; la tangente en A< est horizontals. A 
partir de cette valeur, y d^croit et, pour que x continue a croitre, 
il faut prendre le signe devant \/<f(y) : on a ainsi une nouvelle 
branche AiMjOi sym^Erique de la premiere OMA 1 par rapport a 
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Pordonn^e A<B i? car a des variations ^gales de y correspondent 
des variations egales de x. Pour y=o on oblient le point 0< 
d'abscisse 2$; puis, y devenant n^gatif peut decroitre jusqu'a la 
valeur y/6 2 a 2 , 1'abscisse croit toujours jusqu'a la valeur 3, 
ce qui donne le point A 2 , ou la tangente est horizontale. Ensuitey 
augmente de nouveau de y/6 2 a 2 a -i-\/b' 2 a z ; il fautprendre, 
a partir de A 2 , le signe + devant le radical, et Ton obtient 
Tare A 2 2 A 3 coupant Taxe au point 2 d'abscisse 4?? etc. Les 
branches de courbe ainsi obtenues successivement sont toutes 
egales a la premiere. La courbe est done analogue a une si- 
nusoide. 

Int^grons les Equations par les fractions elliptiques. Faisons 
dans Tequation (C) de la courbe 



2 a 2 



elle prend la forme suivante : 



a?v/a __ /** dt 



d'ou 



* = sn 



-~-r j 
ak 



Ainsi la courbe donne la representation graphique de la varia- 
tion de la fonction sn. 

La diflerentielle ds de Tare de courbe est 



en faisant dans cette formule la substitution (i) ci-dessus, on 
trouve pour 1'abscisse du point A< et la longueur \ de Tare OA { 
les deux expressions 




__ 



car le point A H s'obtient en faisant t = i . 
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Quand \ et sont donnes (\ etant sup^rieur a , car Tare 
est sup^rieur a sa projection OB<), les constantes a et & 2 ont un 
seul systeme de valeurs, sous la condition # 2 <i. En effet, en 
calculant \ 5 et ^ + , on trouve 




Pour A* 2 o, le rapport du second membre est nul; & 2 augmen- 
tant, le numerateur augmente evidemment et le denominateur 
diminue, done le rapport augmente et pour 2 =i le rapport 
est i. Ce rapport passe done une fois et une seule fois par la va- 
leur donnee 5 f ^a cons tan te k* a done une valeur et une 
seule; F expression (2) de donne alors pour a une seule va- 

leur fcr 

Determination des constantes. Le fil ayant une longueur 
donnee I et etant attach^ au point et au point 0' de Faxe Ox 
d'abseisse a, il y a une infinite de cas possibles. 

i Le fil n'a qu'une seule onde entre et 0' (fig. 16). Alors \ 

Fig. 16. 




est la moitie de a, \ la moiti6 de /. Les quantites i et \ tant 
connues^ la constante 2 a une seule valeur donnee par P^qua- 



2 Le fil a deux ondes entre O et O 7 . Alors = , \ = ^ ; A' 8 a 

4 4 

* ^ _ g 

la m^me valeur que dans le cas pr&^dent, car * | est le m^me 

I a . a\/2 

-... 
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En general, si le fil a n ondes entre O et O f , % = , A= - 
A' 2 a toujours la mme valeur, mais a = > j^n m 

li TL Jn>. K 

II y a done une infinite de positions d'equilibre qui sont tout 
homothetiques de la premiere par rapport a O, les rappor 

d'homothetie etant 1 , I , . . . , 1 . 
23 n 

128. Mouvements a la Poinsot. Etudions le mouveme 
d'un solide autour d'un point fixe O, dans le cas ou les forces o 
une resultante unique passant par le point O. 

En prenant pour axes lies au corps les trois axes principal 
d'inertie relatifs au point O, Qxyz^ on a, pour determiner 1 
composantes /?, q^ r de la rotation instantanee suivant ces axe 
les trois equations suivantes, dans lesquelles A, B, C sont 1 
moments d'inertie principaux (A>B>C), D et p des co 
stantes arbitraires (*), 






Nous tirerons p et ; des deux premieres equations et, en 
portant dans la troisieme, nous aurons une Equation difierentie 
du premier ordre en q. L'elimination de r entre les deux pi 
mieres Equations donne 



D'apres les grandeurs relatives de A, B, C, on voit que la dif 
rence D C est essentiellement positive : elle ne pourrait e 
nulle que si les valeurs initiales p et q de p et q etaient null 
De Tequation ci-dessits Ton tire 



en posant 



* ) Voir APPELL, Traiie de JMecanique, t. II, p. 199* 

A. ET L. i3 
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on aurait par un calcul semblable 

9X , ,D(A D) 



le binome A D 6tant essentiellement positif et ne pouvant tre 
nul que si q Q et r sont nuls. 

Pour que p et r restent reels, il faut que q- reste inferieur a Ja 
plus petite des deux quanlites f- et g- 2 ; pour reconnaitre cette 
quantit6, formons la difference g- / 2 : 

^ r - ,D(A-C)(B-D) 
* J V- B(B C)(A B) 

Le signe de g- / 2 est done celui de B D ? signe connu par 
les conditions initiales. 

Pour fixer les id6es 7 nous supposerons 



La variable q doit alors yarier entre / et -f-/ : done r ne 
s'annule jamais et conserve loujoursle mme signe, signe connu 
par la valeur initiate 7*0 : nous supposerons r > o. Au contraire, 

p s'annule toutes les fois que q = /; quand q augmente, -^ est 

posilif, la troisi&me des equations (i) montre que p est alors 
negatif; quand q dirninue, p est positif. Ces considerations fixent 
a chaque instant les signes a prendre devant les radicaux qui 
donnent p et r en fonction de q. 

En portant ces valeurs de p et r dans la troisieme des equa- 
tions (i), on trouve 



G)(A-B) 



ou le radical est pris positivement tant que g augmente, jusqu'au 
moment ou q atteint la valeur +/; puis, q d^croissant de +/ a 
f, le radical doit 6tre pris n^gativement, et ainsi de suite. 

On voit que t est donn6 en fonction de q, par une int^grale que 
nous ram&nerons la forme consideree dans le Ghapitre 
cedenly en posant 

"A "-- 
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Nous aurons ainsi, en resolvant par rapport a dt et integrant, 



n-t.)=y' '^ 
ou n designe la constante positive 



- i A>(A-D)(B-G) 
~~ [ V ABC 

et une nouvelle constante arbitraire, repr^sentant 1'epoqno 
ou q s'annule en croissant. Le module A' 2 est moindre que i 
puisque g" 2 >/-; il est egal au rapport anharmonique de A, B 7 
D, C. 

Ces formules donnentp, q, r en fonctions uniformes du temps. 
En effet, en posant, pour abreger, 



rinversion de Tintegrale elliptique donne 

s = SHT; 



B) 



ou [A est positif et ou e' 3 e' 7 sont ^gaux a ifc i. 

D'apr&s les propri^tes des fonctions sn, cn r dn, ces formules 
montrent que p et q s'annulent p^riodiquement, tandis que r ne 
s'annule jamais. 

Si nous supposons T* O >J r reste constamment posilif el il faut 
prendre B"=+I. Alors, d'apres la troisi^me Equation (i), on 

voit immediatement que - et p doivent tre de signes contraires, 
ce qui, d'apr^s la formule 

c^sn'u . 

-. = cm; dat, 

aT 

montre que e ; = i. 

Les valeurs de p, q^ r sont des fqnctions p^riodiqnes de t et 
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admettent la p^riode 

T== 4K == 4 r 1 

n n I Jd. 
^o v ^ 

Quand le temps augmente de cette quantite, /?, q, r reprennent 
les mmes valeurs; 1'axe instantan^ de rotation reprend alors sa 
position primitive dans le corps, mais non dans Fespace, comme 
nous le verrons plus loin. 

II faut main tenant calculcr les trois angles d'Euler en fonction 
du temps. Pour simplifier le calcul, nous snpposerons qu'on ait 




pris pour axe des z { la direction invariable de L'axe Oo- du mo- 
ment resultant de^ qaantites de mouvement. Ecrivons que les 
projections du segment Ov= I sur les axes mobiles sont respec- 
tivement Ap, B^ 7 Gr, nous aurons 



ZsinO sino = A/?, 
/sinOcoso = B^, 
= Cr; 



(4) 



car les cosinus y, y 7 , f des angles de O^?, O/, 0^ avec O^ i sont 
sin8sinp, sinOcoso et cosQ. Ces equations donnent, sans inte- 
gration, 9 et cp en fonction de />, q, r et, par suite, en fonction 



Calcul de V angle de precession if. On a, d'apres les equa- 
lions du 



dt ^ 
dans eelte expression, p et q par l^urs valears (3) 
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et cn 2 ?par i sn 2 ?; nons avons 

= ^ (B G) (B A)sn 2 T 
cf-c "" /i A(B C)-C(B A)sn'V 

ce qu'on peut encore ecrire, en eflectuant la division, 

f3l - t Ii2 (G A)(B G) 

^T: ~" 7i G /z C A(B G) G(B Ajsn 2 ^" 

Pour mettre en Evidence les p6les de la fonction doublement 
periodique du second membre, determinons un argument con- 
stant ic verifiant la relation 

._,,._A(B-C). 



(5) 



C(B-A)' 



comme A>B, la valeur de snic est purement imagtnaire : on 
petit done prendre, pour Pargument ic, une valeur purement ima- 
ginaire, et ? par suite, pour c, une valeur reelle. Nous pourrons 
alors ecrire 

^L == i2 . ii5 (C AVB C) i 

" ~ 



di "~ nG "^ ^G G(B A) sn**c sn*-c~" 

D'apres les relations elementaires qui lientles fonctions sn ? cn ? 
dn d'un m6me argument, on tire de (5) 

,. B(A~C) _ .. D(A G) 



Extrayant lesracines carrees et tenant compte de la valeur de /2, 

on trouve 

. . jiD (C A)(B-C) 
Asniccnzcdnic = ^ - ^ /T . A > - 
TiG G(B A) 

II faudrait mettre un double signe devant le deuxieme membre, 
mais, comme on peut changer le signe de ic sans que les relations 
ant^rieures soient changees, on peut toujours prendre le signe -f- 

devantle second membre. Liquation qui donne -~- s'^crit alors 



' ^ 



dty __ {i D i sn ic en ic dn ic 
"~ " 



Cette expression est maintenant ais^e a int^grer : il suffit pour 
cela de decomposer le second membre en 6lments simples. Or, 
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nous avons etabli, dans le n 100, la formule 

"nacnadna = Z(a 

v 



On a done, en faisant a = zc, a = T, et designant par A 

, T1 uD .e'(zc) 
constantereelle^-z-^, 



2 H(tC 1) "" 2 

Integrant et supposant les axes choisis de telle facon que 6 
s'annule avec T, on a enfin 



Les trois angles 8 ? o, ^ sont ainsi exprimes en fonclion du 
temps, et Ton peut determiner la position du corps a nn instant 
quelconque. Les sinus et cosinus de ces trois angles s'exprimenl 
par des fonctions du temps qui sont ou uniformes ou racines 
carrees de fonctions uniformes. Mais ii est tres remarquable, 
comme Fa monire Jacobi, que les neuf cosinus a, [3, y? a', p 7 , y ; ? 
af P^y sont des fonctions uniformes du temps. Ce resultat peut 
s'6tablir comme ii suit. Les formules (4) donnent deja y? yS Y" 
en fonction uniforme de /. On en conclut 



DP 
ou, en remplaganlyp* el q 2 par leurs valeurs, 



C) 



B'apr&s PexpressioD da module ^ 2 et les formules d^finissanl 
n-ic, cnPiCy dn 2 ^ oja pent ecrire 



Mais OB a obteim Ja formnle (n 100) 

^L< 

A 
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en y remplagant a par T et u par ze, et remarquant que, par defi- 

j 8(0) ei(ic) i T H,(o) 
tl0 n, dnzc = - et v k= on trouve 






D'autre part, Texpression (7) donne 



done 



A Taide de ces expressions on forme facilement ies valeurs des 
cosinus a, a', a ;/ , [5, p', [3", en foncttons du temps. II suffit de 
partir des formules donnant ces cosinus en fonction des angles 
d'Euler et d'y remplacer ensuite Ies angles d'EuIer par leurs va- 
leurs en fonction de T. 

Nous trouverons plus loin ces m^mes cosinus par une autre 
voie. 

Cas de degenerescence. La valeur du module est donn^e par 

(A-BKD-G) 
- 



Ce module est nul quand A = B, c'est-^L-dire quand Tellipsoide 
d'inertie est de revolution, Les fonctions elliptiques deviennent 
alors des fonctions circulaires. 

Le module est egal a V unite quand D = B : dans ce cas Ies 
angles 9, <p ? <!/ et Ies neuf cosinus s'expriment comme il suit : la 

fonction s=snTdevient T "~ ^ ou i tangj-r, et Ies fonctions CUT 
et dn-r se reduisent a Ji s- ou a - =- En introduisant un ar- 

v COSiT 

gument purement imaginaire ic d^fini par la relation (5), c'esl- 

a-dire 

> - A(B-C) i _B(A-G> 

tang-c- C(A _ B) ' cos*c~ C(A-B>' 
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on remplacera la formule (6) par 

tangc 



__ _ _ 

dr "~ 7TC cos^e tang 2 c tang 2 /': 1 

qui donne, en integrant et designant par 1 la constanle ^ -j-tange, 



-- - 

T 2 sin(c ZT; 

On cteduit de la les expressions des neuf cosinus. 

129. Herpolhodie. Dans la representation du mouvementj 
d'apr^s Poinsot, la polhodie est une courbe alg^brique ; cherchons 
les equations de V herpolhodie ou lien du pole m sue le plan 
fixe <). 

En appelant x, y, z les coordonnees du p6le m par rapport aux 

axes principaux d'inertie Qxyz^ on a, puisque le rapport -^ esl 
constant et gal a ^h on [JL 



y r soot des fonctions elliptiques de ^, il en est de 
rn&rae de x y y 7 x. Les equations d'Euler, dans lesquelles on rem- 
place/> y y, r par ^[jLy/D 7 yu^D ? ^{x\/D 7 donnent 



Appelons P la projection du point stir le plan fixe II, qui 
conlienfc Fherpolhodie, et dfeignons par p et ^ les coordonnees 
poiaires cPan poiat m de !a courbe rapporte an point P. Comme 



oea 




^ 
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dont la premiere exprime que O/ra P/?z~4-OP , et donl les 
derni feres sont les Equations de la polhodie. Rsolvant ces equa- 
tions par rapport x-,y' 2 , 2 , on a, en posant 



L = (A B)(B C)(C-A) 

(B-D)(C-D) 
a = Tinn 3 o 

(A-D)fB-D) 



(G-DKA-D) 

GAD 



ABD 



(12) 



BC(C B) 

1- y 



, 
2 = 



Fig. 18. 




Nous avons suppos^ A> B > C et D compris entre B et C ; alors A 
est n^gatif, et Ton a a^>o, b^>o, e<o. Done z- est essentielle- 
ment positif et ne s'annule jamais, ce qui est d'accord avec le fait 
que r ne s'annule jamais. Pour que x- et jK 2 soient positifs, il faut 
que p 2 a soit positif et p 2 b negatif : p 2 oscille done entre a 
et fc. Ainsi le rayon vecteur de Therpolhodie oscille entre un mi- 
nimum \Ja et un maximum Jb. En diff^rentiant la premiere des 
Equations (n), on a 



dp _ dx 
^~dt ~~ X ~dl 



dy 
dt 



dz 



i ? en tenant compte des Equations (10), 
\ G G A A ] 
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cette equation donne enfin, en rerapla^ant x, y, s par leurs va- 
leurs 12 



equation qui permeltrait de retrouver p 2 en fraction de t par une 
fonclion eliiptique; cette expression de p 2 en fonction de t nous 
est deja connue, puisque x, y, z sont des fonctions elliptiques 
de*. 

En appelant y Tangle polaire que fait le rayon P/?z de Therpol- 
hodie avec une direction fixe, on obtient ensuite liquation 



ou E d^signe la constante ^-^ ABGD """ c'est-i-dire 



Les deux relations (i3) et (14) donnent p et ^ en fonction du 
temps. LMlimination de dt fournit Feqnation difF^rentielle de 
Pherpolliodie 



i doune ^ par une quadrature, 
Ceci pose\ BOUS allons verifier que 



=: p cos^ + 



s'exprime en fonclion uaiforme du temps. On a d'abord 
dcatement p 2 en rempla^ant, dans Pequation (12), 



y- par sa vakcr eo fonction do temps 

r '-: V '- 35=^' Jl = ^"~ G 

,' ^ u s l> "* B(B G 
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ou bien 



en posant 

(A 



Les relations 



donnent cnp et dnp. Rapprochons les trois resultats suivants 

A(B D) , . C(B-D) 

3 



Pour obtenir r ^ nous partironsde i'egalite (i4) qui donne 



et, en remplacant p- par sa valeur en fonction de T et rf^ par ^T 



D(A B) sn^T 

Decomposons le second membre en elements simples en nous 
, servant de la formule 



H(P -T-TJ 



Nous d^duirons d'abord des valeurs de snp, cn^, dnp et n la 
relation 

D)T 
J ? 



et nous pourrons ensuite 6crire 

^y IJL i sn p en P dn i? 

-p = -- + - = - r-> 

^T n i sn a T sn 2 P 

puis 

,</Y -ft e f (o) H'(T P> H r 

=l " 
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On deduit de la 



v d^signant line constante arbitraire. 
D'autre part, on a 



ou, d'apres une formule dja rappele, 

,_ (A-BKD-G) 8(o) H^- 

" 



ABC 



On voit alors que p 2 e 2z "x est Je carre d'une fonction uniforme et 
Ton oblient 



en posant 

(A B)(D C) 9*(o) **TI* 0(o) 

"" ABC 



ia quantil^ \/k 0(o) est 6gale a H'(o), comme il r^sulte de ce que 
U linaite de - est i pour u = o : on a done 

N= ^ E'(o) 

? 



de sorte qoe^ e0 definitive, 1'herpolhodie est definie par Pequa- 
tion 

[r> 8'(f)l 
^e^J + " 
r ~ " 



Ea se reportaoi ai^x valears de sn 2 p, ca 2 ^, dn 2 ^ en fonction 
es doaoees, 0ia voil qae FOB a 



JD'apres ^e^ i* 1 ^ J8L esfc purement imaginaipe, Ge^le 
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et a remplacer 9 par cette valeur dans ['equation de Pherpolhodie. 
Cette equation devient 



a est purement imaginaire et X est reel, v est une constanle arbi- 
traire reelle. 

130. Vitesses de rotation autour des axes fixes. Un point m 
de rherpolhoi'de et Pextremit o de la rotation inslantanee sont 
en Jigne droite avec le point fixe et Ton a vu qu'on a 

ou \J k 



Si done, on appelle p { et g^ les projections de la vilesse angu- 
laire sur les axes fixes 0# i? Oy^ on aura 



on bien 

f a) ... ^ 

- tf 



C'est a un changement de notation pres la formule donnee par 
M. Hermite (Sur quelques applications des fonctions ellip- 
tiqueSj p. 35). L'argument co qui figure dans la formule de 
M. Hermite et 1'argument a employe ici sont lis par la relation 



a o> 



131. Les neuf cosinus deduits de liquation de riierpolliodie. 
Comme on 1'a d6j& remarque (n 128), Ap, B<y, Cr sont les 
projections du segment 0<r~ 1= D[JL sur Jes axes mobiles. On a 
done 



d'ou 



====:=D 
Y T T 



T -p. P-^V/HE 

y"= RdaT r ,Rs=: 



-C> 
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Nous allons d'abord exprimer P, Q et R en fonction de I 'argu- 
ment 9 qui figure dans Inequation de Therpolhodie. On a 

n, B(A-D) (A-BKD-G) 
2 



=B) (B~C)(A-D) = 
puis I'identite 

PS COST -f- 



ou Ton fait successivement cn 2 T=i o et dn 2 T=o ; fait connaitre R 
et P; on trouve ainsi 

ik , . _ dn P , 

Y = ^rcnpcn-u, ^ = A-snpsn-:, 7"= -- 77- dn^, 

ou bien 

H^^H^T) , H(iOHro eKoeifr) 

f e(<06(T) ' T ^e(P)e(i)' r -""(^6^) 7 

et, en posant 

<;_K = 7 

de sorte que (n 129) a est purement imaginaire * 

H(q)H t (T) H^^HfT) f _ e(a)6|(T) 

T ei(a)e^)' T ~ e 1 (a)e(-c} > ^ e 1 (a)e(T) - 

Poor ealculer les autres cosinus nous prendrons comme in- 
conBues 

a-t-*p, ' -Hi?', a" -hi?*. 

Entre ces incoanoes 3 on a les Equations lin^aires 



des deax premiferes^ on deduit 



la derniere e<jaation, 
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Si Ton tient compte des egalites 



-, 



on peut ecrire cette equation 



II resle a exprimer en fonction de 6t les quaniites 



on peut le faire en se servant des relations suivantes 



i i 



V/i-i 



. ___ "- __ __ i i 



P ' cnp 



. 
on a'ainsi 



i i\ _ . H 1 (a)9(a) 
---- m ' 



Si 1'on divise les deux termes de cetle fraction par 6 s (a)6 a (T) 
et si 1'on. j introduit les fonctions sn, en, dn, elle devient, a on 
facteur constant pres, egale a cn(t a}: sa valeur exacte est 



(o)Hi(o>Hi(T-g) 

' 
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et 1'^galite qul definit a -t- i$ pent s'ecrire 



En supprimant les facteurs commons, et remarquant que 

rrr / f.\ TJ f f\\ ' _ 

- v * et -, 7 sont deux guantites ee;ales a \,/k, on a enfin 
6(0) BI(O> ^ 



et I'on en ddduit a'-f- 1 p ; , a r/ + ^ 

R^unissons les valeurs des neaf cosinns 



T= 



H.()H(t) 6(0)6. (.-a) Q 

7 -' p 



. e(a)9.(t) H.(o)H(T-a) 

1 v / y, i o/ ' \* -r*p ft/x^A^\ 
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1. Ligaes gecMi^siqaes de la catenolde (surface engendree par la revolu- 
tion d'une chaicette atour de sa base). 

L'axe de r6yolaoon 6tant pris pour axe O.s et r d&iguant le rayon d'un 
on a, pour {'equation de la surface, 



troa^e qne la piojectioia des Hgnes g^oclesiques sur le plaa des 
polaires 




et l*agte d 6iaat comp^e a paitit 



EXERCICES STIR LE CHAPITRE V. 209 

i Soil b > a. En posant 



r 
on a 



b 

- - u, 



6 = 
Done 



M = sn0 7 r= . 
7 sn6 



Telle est liquation de la courbe. 
2 Soil b < a. En posant 



a 

-=>, 



on a 

dv 



6 = 
Done 



= sn 7 ? 



3 Si 6 = a, on est dans un cas de deg6n6rescence, k = J : 



2. Les neuf cosinus qui servent &. d^finir la position relative de deux 
iriedres trirectangles peuvent s'exp rimer en fonction de trois parametres a, 
w, \ au moyen des formules suivantes 

H(a)H(n) 6 t (o) ^(B-a) rt 

*- 'e.Caje.W "+*P ei (a)e,{) eA ' 

H.()H,() _,..._ 6(o)e(a-a) n 

'" ' *- t - } P- ' 



dans lesquelles on suppose u et X r6els et a, purement imaginaire. 
11 suffit de verifier 



(* ) GRKEHHILL, Fonctions elliptiques, p. 188. 
A. BT L. 
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Cela resulte des identite's suivantes 



H 1 (o)H I (~a)8i(a)ei(B)~6 1 (o)e J (B-fl)H 1 (a)Hi() 
= 8(o)8(B-a)H(a)H(B), 



6 s (o) 8(a-a) 8(B4-) = ej(a)8J(B)- 

= ef(a)e?()- 8(a) 6 s (it), 



et d'une autre identiti qui se diduit de la premiere de celles-ci en y rem- 
placant a par o et u, par u a, 

3. Verifier que les valeurs precedentes des neuf cosinus satisfont aux 
relations 



equivalentes au sysleme suivant 



(D'apres cela. les deax triSdres doni la positiou relative est de"fime a 
1'aide de ces cosioos out m^me disposition.) 



CHAPITRE VL 

FONGTION p A PfiRIODES IMAGINAIRES CONJURES. 
DISCRIMINANT NfiGATIF. 



I. LE DISCRIMINANT EST NEGATIF. VALEURS REELLES DE p U ET DE p r It. 

132. Objet de ce paragraphs Supposons qu'on ait pris pour 
periodes primitives d'une fonction pu les quantit<s imaginaires 
coDJugu^es 



<o 2 d^signant une quantit6 r<elie et ^ une quantit^ purement 
imaginaire ; nous allons montrer que les invariants sont reels, que 
la valeur de la fonction est relle qtiand I'argumenl est r^el ou 
purement imaginaire et nous en d^duirons que le discriminant 
Sl ^lgl estn6gatif. 



133. Les invariants sont r6els. Les invariants sont donnas 
par les egalite's 



6o 62 ' 
Comme les quantit^s 



27/10)3-4- 2/ieoi 



sont imaginaires conjuguees, on peut ? dans chacune des series 
pr^cedentes, associer deux . deux les termes de fagon que leur 
somme soit r6elle. Done les invariants g% et g* sont 



134, Arguments rels, purement imaginaires, imaginaires oon- 
jugu^s. Arguments reels. De mme dans la 



W = -2 771 (Oj -h 2, n ti> 3 , 



== o esclus. 
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si Ton suppose u reel, on peut associer deux a deux les termes de 
fagon que leur somme soil r^elle. Done, pour un argument r6el, 
la valeur de la fonction pu estr^elle. 
On volt de mfone que la d^rivee 



est r6elle quand u est r^el ; elle garde un signe constant quand u 
varie de o o>o 7 puisqu'elle ne devient ni nulle ni infinie dans cet 
intervalle, et comme elle est negative pour u positif et tres petit, 
elle est constamment negative quand u varie de o a co 2 ; pu va 
constamment en d^croissant depuis + oo jusqu' 



Argument purement imaginaire. Pour voir si la fonction 
p(r'tt) est r^elle quand u est reel, remarquons que Ton change 
settlement le signe de la fonction pu quand on multiplie par i 
1'argument et les deux p&riodes. On a done 



ou 

ZW>g Oj . (D* ft)'- 

te> t =r -- = -J -- * , to>3= - -- * ; 

2 21 2 11 

pnis, comme on peut toujours changer le signe d'une pgriode, 



Poor la fonctioB du second membre les deux periodes sont ima- 
ginaires conjugates. Si done u est rel on est ramen6 au cas 



En prenant les d^riv^es des deux membres de la relation que 
nous venous d T obtenir r on trouve 



Les deBX %alit& prteSdentes raontrent que si u est r6el 
j>{^ j ct> t? c^ajestr^l et p f {iu |wi ? e> s ) purement imaginaire. 

Ces ^g^ilfe ^teWA s^rire, en mettant en Evidence les inva- 
riants g% et gt aa fiect 5es p&iodes ^| et fe> 5 , 

' 
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ces formules resultant de ce que, si Ton remplace 



par 



dans les series qui donnent g% et # 3 , g- 2 ne change pas et g$ se 
reproduit multipli par i . 

Arguments imaginaires conjugues. A deux valeurs & et u& 
imaginaires conjugueesdel'argument correspondent, pourlafonc- 
tion, deux valeurs imaginaires conjugu^es. En efFet, on a 



II s'agit de montrer que, si Ton change i en i dans I'expression 
de p&o, cette expression se change en pw. 

Si Ton change i en i dans la deuxifeme s^rie on trouve, en de- 
signant par w la quantite imaginaire conjugate de w^ 



il reste done a verifier que 1'on a 



cela resulte de ce que la quantit imaginaire conjuguee de 

W =2mo)iH-27i(Os 

est la quantity 

WQ =. 2 771 0)3 -h 2 ^ tei, 

et que ? dans chacune des sommes pr^c^dentes, m et ^ prennent 
toutes les valeurs entieres ( w = o exclus). On peut done passer de 
la valeur de p u a la valeur de p u$ en changeant i en z"; ces deux 
valeurs sont imaginaires conjuguees. C'est ce que nous voulions 
verifier. 

135. Parmi les racines e iy e z , e 3 , rune e 2 est r^elle et les deux 
autres imaginaires conjngues. Ie discrioiiiiant est n^gatif. NOBS 
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pouvons maintenant verifier queles racines du polynome en pu 



sont 1'une r6elle etles deux autres imaginaires conjuguees. Ce po- 
lynome 6tant egal a (p'#) 2 , ses racines sont 



ou bien 



On voiE ddja que la derniire est r<elle, puisque co 2 est reel; la 
premiere racine peut s'oblenir en prenant la formule d'addition 



et en y faisant 



u= , 

2 



pu et p f u sont relies; pv est rtelle et J/P pnrement imaginaire. 
Done e l = pct) i est imaginaire. La meme formule monire que 
j=po>3 est la quantity imaginaire conjagu^e de e t (ce qui devait 
6tte puisque & { et && sont des quantit^s imaginaires conjuguees.) 
Poisqne, sar les trois racines e^ e%, e^ il y en a une reelle et 
decnc imaginaires conjugates, le discriminant g\ 27^ est ne- 
gatif. 

Distinction des racines imaginaires par le signe du coeffi- 
cient de L Nous pouvons distingner les deux racines imagi- 
naires ea oonsid6rant, dans chacune d'elles, le signe du coefficient 
de ** 

e, s'oblkfct en faisant u = ^, 9 = 2i dans la va- 

2 2 

; i e coefficient de i dans le resultat a 
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comme Pargument est purement imaginaire, servons-nous de 
la formule 



nous trouverons 



Or le signe da second membre est le signe +, puisque, quand u 
varie en restant r6el de o a ^U, p r (u]g^ *g*) est constamment 
negatif. 

Done, pour la racine e^ , le coefficient de i a le signe H- ; pour la 
racine e 3 , le coefficient de i a le signe . 

Remarque. On a, quel que soit w, 



En effet, la periode 2 <o< ^tant 6gale 4 (D 2 <o' 2 , on peut 4crire 

) = p( M H- 0) A S 4- 2(0i) = 



136. Valeurs de w pour lesquelles p w et p r w sont r6elles toutes 
les deux. Nous avons vu que, quand u croit de zro & o> 2 , pu 
et $> r u sont reelles toutes les deux : p'u varie d^une mani&re con- 
tinue de oo a z&ro, pw d^croit constamment de +co jusqu'a 
e a = jDto 2 . Nous voulons tnaintenant d^finir toutes les valeurs de u 
qui rendent reelles pu et JD'W. Oonsid&rons la relation 



si pu est rel, le premier et le troisteme facteur sont imaginaires 
conjugu^s, leur produit est positif : pour que p f u soit rel il faut 
que 1'on ait 



Soit a une valeur r6elle plus grande que e% ; il y a un argument 
P, compris entre o et ci) 25 pour lequel on a 



pu = a\ 
toutes les autres solutions de cette Equation sont donates par la 
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formule 

w =zfc p-*-2mu>i-f- 2/io) 3T 

m ein etant des nombres entiers, 

On conclut de Ik que, si un argument u rend r^elles la fonc- 
tion pu et sa d6rive p'w, on peut toujours, en ajoulant des pe- 
riodes 7 le ramener & 6tre rel et compris entre co 2 et -i- o> 2 . 

n. EXPRESSION DES PERIODES PAR DES INTEGRALES DEFINIES DE LA. FORME 

NORMALE DE LEGEND RE, DANS LE CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF. 

137. Expression des pSriodes enfonction des invariants. Les 
p&iodes ^tant, comme plus haul, d^finies par les ^galiles 



a&) 1 = <t> 2 CO j, 2 0)3 = 

on a vu que, si u croit de o a co 2 , pu decroit constamment de + GO 
a ^ 2 - Liquation diiKrentielle a laquelle satisfait la fonction x = pu 
tanl mise sous la forme 

, dx 

GU = 



on obtient, en faisant croitre u de o a <o 2 , T^galite 

dx 



qui donne Texpression de o> 2 en fonction de g^ et de ^ 3 . 

Pour avoir 1'expresslon correspondante de remarquons que 
si Ton renaplace les p^riodes %&* et 20)3 par les suivantes 



it faat remplacer 

<%> &*, g*y ^ 

par 

< 

-JT' g* ~ g*r *- 

i ? 6galil^ pr^e^deote dfevieaat, par ce chaagemeirt, 
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r 

138. Les integrates donnant les valeurs de co 2 et -4 ramene"es a 

la forme canonique de Legendre. L'inte*grale qui donne la va- 
lenr dft M A nftnt. s'ftnrirft 



leur de to 2 peut s'ecrire 

= C dx 

0) 2 -J 



Faisons le changement de variable 
I'inte'grale devient 



dz 
to 2 = ' 



Les quantit^s e% e\ et e 2 e$ sont imaginaires conjugu^es. Po- 

sons 

e^ e 3 = p(cos^H-isin^) p>o, 

e 2 6i = p(cos4 l z'sint};) o<^<7c. 

Ayant pris p positif, nous pouvons choisir i entre o et T:, 
puisque e\ d6signe la racine imaginaire pourlaquelle le coefficient 
de i est positif. Le polynome bicarre qui se trouve sous le radical 
peut alors s'ecrire 

sia 2 , 



de sorte qu'en posant 



on a 

dt 



/ 




le coefficient diffe'rentiel de la nouvelle int<grale ne fait qne 
changer de signe quand on pose 



et que Pon ne"glige ensuite Faccent. On en d6dait 

r l dt r*> dt 

J 22 - ^- 
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puis 



et il n'y a plus qu'a poser 




= sino ou t = tang - ? 



pour obtenir Pgali 



dans laquelle Tintegrale est de la forme normale de Legendre 
(voirn ill). 
Transformons de m6me Tmt^grale 



Ea faisant le ctangement de variable 

X = 

il vient 



5k = r 
z ' -t 



pois, en introdnisant, eomme dans ce qui precede, le module et 
des qaantkes imaginaires conjugudes e { e 2 , e$ e 2 , 



< 

.* / 

; '','* k/t 



&^'*&tit*dix^ fr-4 ' ' / * : ' " ' . ' ' 
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t, en tenant compte de Pegalit^ 

it 
dt 



ous obtenons pour ^ une expression de la forme cherche"e. 
Re*unissons les deux formules qui viennent d'etre de'montre^es 



et fy ^tant d^finis par les egalile"s 

', P 



Ges dernieres inlegrales, dans lesquelles on fait 

sincp = ^, 

Drennent la forme des integrales qui donnent K et K ; dans le 
1 108. 



139, Variation du rapport p- Des egalite's prece*dentes on 

leduit 

2E 

*2 //o 



/i k'f sin 2 cp 

et Ton voit que le rapport p augmente constamment quand A* 

croit de o i*, car le nume*rateur augmente et le denominateur 
diminue. Ce rapport est egal ^ zero pour A^ = o, il est 6gal a -|-oo 
pour k* = i ; il passe done une fois et une fois settlement par une 
valeur positive donn6e cjuand k* croit de o i . 

On pent- aJors verifier, en se servant des seules int^grales ci- 
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dessus, que, si les valeurs de <o a et de ~ sont donnees, chacune 

l 



des racines e^ e*, e$ a une valeur unique. En effet l ~ ayant une 

valeur positive donate, k\ a une valeur unique comprise entre o 
et i ; k\ tant ainsi dtermin, l^galit^ qui dfinit w 2 , par exemple, 
montre que \/jp a une valeur unique, le radical lant pris avec le 
signe +. Pour passer de la aux valeurs de e^ e$, e 3 remarquons 
que eos<]> et sintj/, d^finis par 

cos<!/ = k'f k\, 



sent d^termin^s sans ambigu"it6. Alors les egalit^s 
3 = o, e 2 e z = 



ddterminent une valeur unique pour chacune des racines e\ , e 2 , 63 . 



ffl. RE-TOTTR A LA FONCTION p A DISCRIMINANT POSITIF. EXPRESSIONS 

DBS PBRIODES SOUS LA FORME CANONIQTJE DE LEGENDRE. 

140. Les int^grales qni d^finissent les p6riodes ramen^es a la 
forme canonique de Lregendre. Nous allons ramener a la forme 

canonique de Legeadre les int^grales qui definissent w et ^ ? 
dans le cas 06 e l? 6 2 , e$ sont r^elles. (Voir n os S3 et 84), 
OB a d^bord 



A* 



Daas cette integrate, faisons le ckangement de variable 



ind6termin6e ; Moment de TintSgrale 




soas le radical le premier facteur se 
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r^duira a i 2 7 si nous posons 

# 2 = ei 3, 
et le second facteur deviendra alors (i k-z 2 ) en posant 



A- 2 est un nombre positif et plus petit que un : le coefficient dif- 
fdrenliel a done la forme cherch6e. En mettant maintenant les 
nouvelles limites de 1'int^grale, nous trouvons 



dx 



ce qui est la forme cherch^e. 

Transformons de m^me Tint%rale 



dx 



en faisant le changement de variable 



~j 



T616ment de Tint^grale devient 



sous le radical, le second facteur devient ^gal a i z- si nous 
posons 



et le premier facteur devient alors i # /2 5 2 en posant 

k f * est positif et plus petit que i , Nous avons done 

d$ 
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Reunissons les deux resultats precedents, en faisant dans les 
integrates le changemenl de variable z = sino, nous a-vons 



On nornme g le multiplicateur; k est le module, K le module 
coraplementaire. 

141. Variation du rapport ^- Considdrons, maintenant, le 
rapport 



<** 

w ' J Q /i ^*sin 



'a V/i A:* sin* cp 

En raisoanant comme au n 139 on reconnait que, si k* croit de o 
4 r, le rapport ~ d&roit constamment de -4- oo it o, 

D'apr^s cela, on peut encore verifier qu'il n'y a qu'un seul 
syst&aae de valeurs de k* et de g pour lequel les int^grales o> 

et j preoaent des valeurs do^n4es, si Ton suppose g positif et A' 2 
prisenire o et i. En efiet, le rapport T ayant une valeur donn^e, 

il &*y a fWHar k- qa^ne seule valeur comprise entre o et i ; a 6tant 
qai donne la yaleur de ^oy, par exemple, 
vajenr unique. 
et g &anfc d^terminfes, on a imm^diatement 




Se^ js fe diffrences 

* 
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IV. CAS DU DISCRIMINANT NEGATIF. APPLICATION GEOMETRIQUE. 

142. IStude delacourbe x = pw, 7 = pX7 2 = 4# 3 g^x g^. 
Nous insisterons seulement stir les differences que le cas de A<o 
pr^sente avec le cas d&ja tudi de A > o. 

Si x et y sont tous deux reels, on peut toujours, en ajoutant 
des p6riodes, ramener Targument a tre r6el et compris entre 
co 2 et -+- co 2 (n 136). Quand on change u en u, x ne change 
pas, y change de signe; la courbe est done sym&rique par rap- 
port a Qx et il suffit de faire varier u de o a o> 2 . 

Quand u croit de o & a> 2 , y est negatif, x d^croit constamment 
de -i-oo & e%. La tangente au point situe sur Ox est parall^le 
a Oy; la direction asymptotique est celle de Oy. On a done la 
forme de courbe indiqu^e par la Jig. 19. 

Fig. 19. 




La courbe n'a pas de points en dehors de la branche i 
comme cela se pr^sentait dans le cas du, discriminant positif. 

Tangentes paralteles &Ox. Les points ou la tangente est 
parall^le a x sont donnas par IMqualion 
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Quand g% est n^gatif, il n'y a pas de points ou la tangente soit 
parall&le k 0#, 

Quand g% est positif, les deux valeurs de x qui annulent p* u 
sontreelles; mais pour qu'a une valeur r^elle de x corresponde 
une valeur r6elle dey, il faut que Ton ait 



Nous avons done a cbercher, en supposant ^2>o, combien 
liquation 



a de racines plus grandes que e 2 'et nous sommes ainsi conduits a 
sabstituer e 2 & la place de cc dans le poljnome entier en x qui 
donne la valeur de p ff u. 

Ce polynome se prfeente sous une forme plus commode, si Ton 
derive par rapport & u les deux membres de Pidentit6 



On trouve, aprfes avoir supprime le facteur commun 



et la vaJenr da polynome pour x = 2 



Qomme les deux facteurs e 2 -e 4 , e 2 e s sont imaginaires con- 
jugB^s, le rfeultat de la substitution est positif. Done e 2 est sup6- 
rieor a la plus grande racine OQ inferieur & la plus petite, et comme 
ees deux racines sont de signes contraires, c'est le premier cas 
qoi se prfeeBte qqand <? 2 est positif et le second quand e 2 est n- 
gatif. Le signe de e a est le m^me qoe celui de g$ puisque Ton a 



Ea d^fioiuve, poof ^a ? il exisle sur la conrbe des points oh la 
langeate st j>araU^ie a O^ 3 faut et il suffit que Tan ait 
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Dans le cas conlraire la courbe pre"sente la forme de \*fig. 19. 

Tangentes menees d'un point P. Si le point P a pour pa- 
rametre 9, les points de contact ont pour paramelres 






Comme 9 estre*el etque o)j et w 3 sont imaginaires conjugu^s, 
UQ et w 2 sont reels, u\ et w 3 imaginaires conjug-ues. 

Ainsi, par un point de la court e, on ne peut mener que deux 
tangentes re'elles ^L la courbe. 

V. DISCRIMINANT NEGATIF ; APPLICATION AU MOUVEMENT B'TJN PROJECTILE 

DANS UN MILIEIT DONT LA RESISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE 
LA VITESSE (*) 

14?3. Equations diff^rentielles et int^grales premieres. Pre- 
nons pour origine O la position initiale du projectile, pour direc- 
tion de Taxe des x, la direction de la vitesse initiale, pour axe 
des y la verticale descendante. Soit a 1'angle de 0^ avec I'hori- 
2ontale 5 a etant regard^ comme positif quand Qx est au-dessus 

de Pliorizon : Tangle des axes est alors - + oc. La resistance de 

Fair est une force dirigee en sens inverse de la vitesse, et e"gale a 
cv*, 9 d^signant la vitesse, et c une constante. 

En designant par x ety les coordonnees du mobile, et par s 
Tare decrlt sur la trajectoire a partir d'une origine fixe, la force 
due a la resistance du milieu a pour projections sur les axes 



ou bien 

d 



et les equations du mouvement sont 

dx 



Voir GREBNHILL, Fonctiom 
A. BT L. . 
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filiminons entre les Equations (i) et (2) les termes qui pro- 
viennent de la resistance; il vienl 



dx d*y dy &x __ da? 
di ~~~ ~ " 



dy 
ou bien, en posant p. = -^> 



. 

< 3 > *=* 

D'autre part, en remplagant, dans liquation (i), d$ par sa va- 

leur tir^e de 

ds* = dy*idydx sina + ^ 2 , 

nous trouYons 



puis, en tenant compte de liquation (3), 



Les deux membres de I'&piation (4) sont les d^riv^es de fonc- 
lions qui s'obtiennent imm6diatement. Int6grons de o a , il vient 



en remarquant qne, d*apr^s le choix des axes, p. = o pour t = o. 
Nous supposerons la Vitesse initiale tres grande, et nous 

i i j? f dx\~* t *? 

roas le terme ^ - ( ^- 1 de sorte que, en posant - =w* el 

P = ji* 3 ft* sina -f- 3 ft, 
on a 

(5) W^-P- 1 - 

L'6cpalioB (3) doime alors 
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et, en integrant, 



N fjL 8 3 [A* sin a -h 3 j*) 3 
D'autre part, en remarquant que 1'equation (3) peut s'6crire 



et en y remplagant -j- par sa valeur tir^e de (5), on trouve 



puis 

et enfin, en integrant, 



(8) ^ 



Les equations (7) et (8) d6finissent la trajectoire au mojen de 
la variable auxiliaire fx et liquation (6) donne la valeur de t pour 
chaque position du mobile. On voit de suile que le poljnome 

P = i(t s 



n'a d'autres racines r^elles que z6ro, et Ton en conclut ais^ment 
que, quand JJL croit de o ^ + oo, t et y deviennent infinis, et x 
lend vers une limite : nous d^signerons cette limite par a. II est, 
en outre, facile de voir que la vitesse tend vers une valeur limite 
et que w est la valeur de cette limite. En effet, liquation (5) 
montre que, pour [x = oo, on a 



,. dx 
= am fi -j- j 



et 
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montre ensuile que, pi ^ ayant une limite, ~ a une limite qui est 

la mme. 

Ainsi, la trajectoire admet une asymptote verticale, la droite 
#==#, et lorsqae le mobile descend inddfiniment sur la tranche 
de courbe asymptote a cette droite, la vitesse tend vers une 
valeur limite w. 

144. Integration par les fonctions elliptic[ues. On peut ra- 
ni ener Pin t6grale qui donne la valeur de |~ (Equation 7) a une 
int^grale elliptique ayant la forme canonique de M. Weierstrass. 

Pour cela, faisons la substitution 



m etantun facteur constant arbitraire. Nous pourrons determiner 
g$ de fa^on que, dans Texpression 



le trinome da second degr en jx soil carr parfait; il suffit de 
poser 



3 sin* a). 
II vieni alors 



et, en diff^renliant, 



_ dp. ' ___ i dx 

^~""~ 




preaast ^ ^ |> oa a done, en definitive, 
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On en conclut 



(9) * = 

puis, d'apr&s F expression de dz, 



3(4 ' 
Quand x est gal al'abscisse a de 1'asymptote verticale, tx=oo, on a 



sina 

' 

et, par suite, 



D'apr&s cette derni&re Equation, on a 
2 



et en integrant 



^(s) , 

~j *(s)-*(sr 



C'est liquation de la trajectoire. 

ficrivons u et 9 au lieu de ^f et de 2^> liquation prend la 
forme 



et nous aliens pouvoir Pint^grer en appliquant la rfegle du n 50. 
Pour rendre le d^nominateur rationnel, multiplions par pV+p ; 
les deux lermes de la fraction sous le signe somme et tenons 
compte de ce que, g* tant nul, on a 



s et e* 6tant les racines cubiques imaginaires de 1'unite 
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En op&rant la decomposition en fractions simples, on a 



(12) 



'<? p' u 



pw a 



car si dans la formule d'homog^n^ite 
P l*&, ^ 6 



on fait g*=o etfx = puis [x=e 2 , et si Ton re marque que - 

on trouve 

p( M e2;o,^) = e 2 p(M; o, ^ $ )i 
P(a;o, ^3) = ep(w; o, ,), 

puis, en prenant les ddriv^es 

, #0 = '(a; o, ), 



Des Equations (i i) et (12), on conclut 



P^ PZ* a psp pw 2 p&v pu' 

Mais, si daos la formule d'addition pour %u fn 44, ^q. (65)], 
on change P en p, il vient 



Bans catte 6galil^ changeons P en ep puis en e 2 p et remarquons 

n 36), J;(ep) = s2^ p et 
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ce que i + e -f e 2 est nul, 



et 1'on obtient enfin 



ftT -u) 

s*Log ' v 





L'expression du temps se trouve au moyen de liquation (6) 
qui donne, par un calcul analogue, 



* Jo P'v P'u 



pit 2 p E* P p U 

d'ou 



T _ T u) T tf(s 4 <? w) 

^- = Log *Log ' s Log v -- 

& * b ' & 



145. D6veloppement de y et de t en series entieres ordonn^es 
suivant les puissances de u~g Lorsqu'on se propose de de*- 

velopper y et t suivant les puissances entieres de a, il est 
commode d' employer la fonction 



qui est egale a i pour u = o. D. vient alors 



Prenons les d^riv^es logarithmiques et d^veloppons suivant les 
puissances de u par la formule de Taylor : 
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en integrant de nouveau, on obtient 
(18) LogK, <0= JjP p ^^lP' t? --f[J ) '' p -*- 

Done, en remarquant qae g 2 = o et pep = sp P 
(19) 



(ao) 

On en conclut 



Dans ces foramles, on doit poser 



\ 
^"3= ~( 



Le discrimmant etant n^gatif, les p^riodes de p s'expriment a 
Paide des formules des n 05 137 et suivants. 

Les d&iv6es p^p, p^p, . . . se caleulent par voie r^currente, en 
d^rivant un nombre qnelconque de fois la relation 



et faisant ensoite u = P. 
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INTfiGRALES ELL1PTIQUES. REDUCTION A LA FORME NORMALE 
DE LEGENDRE ET DE JACOBI. INVERSION. 



I. INTBGRALES ELLIPTIQTJES. 

146. Exemple 616mentaire de la m6tliode employee pour cal- 
uler les integrates elliptiques. On demontre, dans les lments 
lu Calcul integral, que 1'integrale d'une fonction rationnelle de x 
I de la racine carre d'un trinome du second degr y/##M-2&#-hc 
>eut tre ramen^e, par im changement de variable, a 1'int^grale 
I'une fonction rationnelle ou a Tinlegrale d'une fonction trigono- 
n6trique. 

Plagons-nous a ce dernier point de vue, pour rattacher ^ des 
lotions lementaires le probUme que nons traitons dans ce 
^Ihapitre, Soit 



me integrate oii R(#,y) d^signe une fonction rationnelle de x 
st j, y 6tant li^ a x par Teqaation 



* y = 

Si Ton fait un changemeat de variable, en prenant comme nou- 
velie variable u Tint^grale 

r x dx 
(3) ' a=s / T 1 

; ^Xj ^ 

I'int^grale propos6e (i) devient Fint^grale d'une fonction trigo- 
no?n6trique. Pour le verifier r Scrivons 
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et posons 



il vient, en choisissant pour # la valeur qui annule s, 



/ / \ 

(4) a) = 



A.vec cette nouvelle variable M, Tintegrale (i) devient 1'integrale 
d'une fonction rationnelle de sinXw et cos\u^ intdgrale que Ton 
sail calculer. 

En employant un langage g^ometrique, onpeut dire que liqua- 
tion (2) repr^sente une conique, et que les formules (4) ex- 
priment les coordonn^es d'un point de cette conique en fonctions 
uniformes de u. 

147. Integrates elliptiques. Considerons une integrale de la 
forme 



ou R(or, y) est une fonction rationnelle des deux variables x 
lies par la relation 

(6) y = /^^*-H4ai^-t- 602^*^-4^3 x -1-^4, 

danslaquelle le polynome sousle radical est du quatrime ou du 
troisime degr^. Une integrale de ce genre s'appelle une integrale 
ellytiqw.Ij&mi&gtales elliptiques ont fait Fobjet des recherches 
4e L^endre, avajat; la d^converte des fonctions elliptiques par 
Al)eL Poor les cakmier ? om peat faire un changement de variable 
en prenant eoq^me Banyelle variable a Pint^grale 



^ deviennent alors, comiDe Bous.ie mon- 
UqHes de li el; le ealailM%gpale (5) 
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est ramene au calcul de 1'int^grale d'une fonction elliptique, calcul 
que Ton sail faire a 1'aide de la decomposition en Elements simples. 
En employant un langage g6om6trique, on peut dire que les 
coordonn^es x et y d'un point de la courbe (6) s'expriment par 
des fonctions elliptiques de la variable K, ce qui permet de trans- 
former Fint^grale (5) en Tin t^grale d'une fonction elliptique. 

148. Prdmifcres reductions de Pintegrale elliptique. Dans la 
fonction rationnelle R(x,y) on peut toujours remplacer les puis- 
sances paires dey par les puissances du potynome 



et ramener cette fonction a la forme 



P, Q, P<, Q< designant des polynomes en x. Si 1'on multiplie et 
divise par P { Q^ en remplagant encore y* par sa valeur, on 
obtient une expression de la forme 



ou R(#) et R<(#) sont des fonctions rationnelles de x* L'inte- 
grale I se parlage alors en deux parties 

I = 

< 

don,t la premiere s'obtient imm^diatement, comme Pintegrale 
d'une fonction rationnelle. Quant a la seconde nous P^crirons, en 
multipliant et divisant P^Idment differentiel par y, 



y 

^tant une fonction rationnelle de x 



n. FORME NORMALE DE LEGBNDRE. INTEGRALES DE JACOBI. 

149. Forme normale de Iiegendre. On dit qu'une int^grale 
elliptique est ramene a la forme normale de Legendre quad la 
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racine carr^ey est de la forme 



oit k dsigne une constante appel^e le module. Dans les re- 
cherches th6oriques ; cette constante k a une valeur quelconque 
r^elle ou imaginaire; dans les applications a la G^om^trie, a la 
Physique, a la M^canique, on peut, comme nous le verrons, la 
supposer reelle et moindre que Punit^. 

La racine carreey ajant cette forme, voyons comment on pent 
calculer une inlgrale de la forme 



a laquelle on peut rMuire toute int^grale elliptique, d'aprfes le 
paragraphe pr^c^dent. Actuellement on peut encore, par des pro- 
cds alg^briqueSj simplifier celte integrale, en profitant de ce 
que y est la racine carr6e d'un polynome bicarr&. La fonction 
rationnelle S(o:) peut toujours s ? crire 



o& H et &.i sent des fonctions rationnelles de # 2 . L' integrate 
s 7 6crit alors 



J y J y 



La deaxi^me int^grale se ramSne imm^diatement k uneintdgrale 
^I^mentaire par la substitution 

a? 3 =5, 
qui doane Fexpressian 



le polyibome se-as le radical n'est pins que du second degre en *. 
^ e&t ^006 raiment i Pini^grale 
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Si Ton y fait le changement de variable 



C dx r x dx 

w= I = / 

J y J CI-^KI - 




integrate d'une fonction elliptique aux periodes 2K et a/K'. Pour 
la calculer, il faut decomposer la fonction elliptique en elements 
simples, en proce*danl comme nous avons fait au n 50 dans une 
question qui, au fond, est identique la question actuelle. On 
decomposera d'abord la fonction rationnelle de # 2 , &(# 2 ), en 
fractions simples 



Ap ~ l 



oii nous mettons it parties termes en 5ret en ~ quand ils exislent; 
la somme S est alors relative aux racines a qui sont difle'rentes de 



Faisant ensuite x = snw, on sera ramene' a calculer les inte- 
grales des tjpes suivants 

(8) fstfuduj I stfudu, ..., / r"' > / $& 

oil n est un entier positif ou ne*gatif, 

f du C du C dw 

(9) J snM-a f J (sn aj*' *" ? J (sna-a)p 



ou a est diflf^rent de ze>o. Ces integrates sont faciles a obtenir par 
la decomposition en elements simples. 

On peut, par voie r^currente, ramener toutes les inte"grales dtt 
type (8) IL la premiere de ce type. Quant aux integrales da 
type (9), elles se deduisent de la premiere en la differential par 
rapport a. De U. Timportance particuli^re des premieres inte- 
graies 4e chaqae type. Nous aUons les calculer. 
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150. Integrates de preroi&re, deuxidme et troisi&me esp&ce, d'a- 
pr &s Legendre et Jacobi. i On appelle integrate de premiere 
esp&ce rint^grale 



2 On appelle int^grale de deuxieme esp&ce, Tint6grale 

** f x ^i, 

Jo y 

qui devient, quand on y fait# = sn u, 

/" 
sn 2 u du. 
, 

Cette int^grale, que Jacobi d^signe par Z (u) , a pour valeur (n 100) 



Qnand aangmente de 2K ou de azK r Pexpression que nous 
venons de trouver poor Tintegrale de deuxime esp^ce 6prouve 
des accroissements constants 



3J==a *eR> *' J: 

que Ton appelle modules de periodicite de Vintegrale de 
deuxieme espece. On en dMuit la relation 



T: 

2 ' 



3 On appelle inlggrale de troisi&me espece TintSgrale 

/* dx 
w (^-a)^' 

ui defeat, jtiand on y fait # = sn K, 



aft a esi diffireR| i & a&o* Pour la eakaler, d^termiBons nn 
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ment a par la condition 

= a, 



nous aurons a calculer 1'int^grale 

r" du ' 

JQ sn*u sn 2 a ? 



qui est donn6e par la formula suivante 6tablie au n 100 

, v snacnadna __ i^ H'(K a) __ i W(u -4- a) &(a) 
( 0) sn^w snsa ~~ 2 E(u a) "" "" 

d'ou 



/ K sn<zcnadDac?M _ i - H(a ~ M) 
sn 2 w sn 2 a ""a ^H(a-hw) 






Si, dans la formule de decomposition (10) on change u en u-- zK/ ? 
elle devient, d'apr&s la relation 



sn M 

et la formule donnant H(u + iK 7 ) en fonction de 8(w), 

8' (a) 



Pour designer l'intgrale du premier membre prise de o a w, 
Jacobi emploie la notation II(w, a) : 



T j C stfudu 

(u, a)= A 2 snacnadna / r-r - r 

v J ' J i k* sn 2 a sn 2 u 



4 Formule recurrente pour le calculde jsn* n udu. En 
calculant Pexpression 

d r % ; , , 

r sn 2/z-3 ^ en w dn w ] , 
ai6 L 

et d^signantj pour abreger, par 5 la fonction snw, on trouve 

*(! S)(l A*/*) J 
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ou en ordonnanl 

(271 3)5**-* (272 2)(l -h k*)$* n ~* + (271 l 

En integrant on a 
sn* / *- 3 tfcnadnH:=(27i 3) / s**-*du 

(271 2)(l-H#0 Cs*n-*du+(l7ll)k* Cs 

formula qui permet de calculer toutes les integrates / s- n du (que 

n soit positif ou n^gatif) en fonction des deux premieres corres- 
pondant a n = o, et n = i . 

HI. REDUCTION A LA FORME NORMALS DE LEGENDRE. 
151. Gas <Tun polynome bicarr6. Soit 1'int^grale elliptique 



y 



oil S(#) est une fonction rationnelle de x, et y la racine carr^e 
d'nn polynome bicarre 



y = 
On peat encore ecrire, comme dans le paragraphe pr^c^dent, 



sont des fonctions rationnelles de^c 2 . L*int6grale prend 
alors la forme 



r*w r-** 

J y J 



La deuidfeme int^rale devient une int^grale el&nentaire par la 
sobstitntioa 
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Si Ton nes'astreintpasan'introduire que des lments rels, cette 
int^grale se ram&ne iramediatement a la forme normale de Le- 
gendre. On a, en efiet, en decomposant le polynome bicarre en 
facteurs 

y = v/A vAa 2 



a et (J pouvant tre imaginaires. Si Ton fait ensuite 

X = OL2, 



on a 



et Tintegrale devient 

r i C ^{.(c&z^dz 

1 r= = I i- 

SyA^y y(i -s^jCt Xr 2 -3 2 ) 



elle est reduite a la forme normale de Legendre et on la calcule, 
comme dans le paragraphe pr^c^dent, en faisant 



z = $n(u, A'). 



# = a.3 = asnw, y* 2 5T 2 = acn, 



^2= p \/ L lc*z*= p dn M, 




152. Reduction a la forme normale en quantites reelles, dans le 
cas d'un polynome Mcarr6 de la forme A(# 2 -f-a)(3? 2 -{- P); A, a et f) 
etant r^els. Supposons que Ton ait 



y = 
A, B. G ^tant r^els et B 2 AC positif : on peut alors ecrire 



a et p 6tant r^els. Plusieurs cas soni a distinguer suivant les signes 
des quantites A, a et p. Comme on peut toujours, devant le ra- 
dical > mettre \/ A en factenr, on a pour y les types saivaats ofi a 
A. ET L. 16 
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et b d6signenl des quanlit^s reelles 



(I) ^ 

(II) jr =*:/(** - 

(III) r 

(IV) 7 

(V) 7 

Voici, pour chacun de ces types, tme substitution relle propre a 
ramener Fintdgrale 



y 

a la forme canonique de Legendre. 
Type L Soil 



La quantit^ y devant 6tre r^elle, cfi est extrieur ^ 1'intervalle 
a 2 , fr 2 . Deux cas sont a distinguer suivant que a; 2 est inferieur a b- 
ou sup^rieur a a-. 

Premier cas : x- < b-. On fait x = bz] eL Ton a 



Le radical est done ramene b. la forme demandee avec un module 
reel moindre que Tunit^. Faisant eosuite 



z = sn w, 
on a 



'=;/ 



Deuxieme cas : &*> a?- Posons 



__ a 

"" * * 

B0tettw*3; t v* 
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Le radical est encore ramen6 a la forme demandee, et en posant 



^ = sn u, on a 



y = 



cnwdnw 



Type II. - Soil 



Pour quey soil reel, il faut que # 2 soil compris entre a et 4 2 . II 
suffit de faire 



pour ramener 1'integrale 

r ffi 



a Tint6grale 



/ . ^ f > 

qui rentre dans le type I. 
Type HI. L'integrale 

se ram&ne de mme au type I par la substitution 
qui donne l'intgrale 






Type IV. L'int<5grale 
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pouvant s'^crire 



_ / &(g) ? 

^ / i/T "V 1 +L\ ** 
J vU 5 " 2 /^ v) 



est du type III si Ton y consid&re - comme la variable. On la ra- 
menera done au type I par la substitution 

i i , # 

Or X* 

Type V. Enfin 1'i 



se ramfene egalement au type I par la substitution 
qui la transforme en 



r &( 



153. Redaction & la forme canonique de Legendre en quart tit^s 
r6elles quand y est la racine carr^e d'un polynome du quatri^me 
degr^* Nous allons montrer que Ton peut toujours, par une 
substitution r^elle, transformer un polynome da quatrieme degre 
a coefficients r^els en un polynome bicarre de la forme 



A 7 a et ^ 6tant reels. On sera alors ramen6 au cas pr^c^dent. 

On sail qu'un polynome du quatrieme degr6, a coefficients r^els, 
peul 6tre decompose, au moins d'une maniere, en un produit de 
factears *els du second degr^. On peut done supposer 



.C, ,'!*, {JS v etaat rfels. Faisons x = *'*"***> t ^tant la nouvelle 

variable, p et q deux ooBstantes. En substituant dans y et r6dui- 
aa mfa& d&aoimiiatetrr^ noas aurons sons le radical le pro- 
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duit de deux trinomes en t. D^terminons p et q de facon que ces 
trinomes ne contiennent pas de termes du premier degre en t : 
nous aurons les deux Equations 

/ u \ P9 + m (P + ^) H- n = o, 

qui donnent 

n v /ttv ft ji 

(A m " ft m 

Les quantit^s p et q sont done racines d'une Equation du 
second degrd; pour qa'elles soient r^elles, il faut et il suffit que 
la quantite 



soit positive. Nous allons verifier que, si le polynome du qua- 
trieme degre en x n'est decomposable que d'une fa^on en fac- 
leurs reels du second degre A, eslpositif; et que si cetted6com- 
position est possible de plusieurs fagons, ou peutioujours la faire 
de telle manifere que A soit positif. En efiet, appelons a, 6, <?, d 
les quatre racines de ce poljnonie, a et b tant les racines de 
/2, c et aJcelles de # 2 ~h2 x^4- v. On a 



), v = cd. 

Substituant dans A 7 on trouve 

A =a c(a d)(b c)(t> d). 



Si # ; b, c, d sont imaginaires, a et 6 sont conjugus, c et <3? aussi; 
A est positif. 

Si a et b sont reels, c etd? imaginaires conjugus, A est posilif. 

Si les quatre racines sont rgelles, on peut decomposer le poly- 
nome du quatrieme degr^ en x de trois fagons differentes en deux 
facteurs reels du second degr : supposons qu'on ait fait la d^corn- 
position de fagon que a > b > c > rf; alors A est positif. 

Aiusi, dans tous les cas, aprfes Tintroduclion de la nouvelle va- 
riable t, y prend la forme 
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et Pint^grale 




devient 



On la ramenera a la forme canonique de Legendre par une des 
transformations indiqu6es dans le numero prudent. 

Remarque. Si Ton considere x comma 1'abscisse d'un point 
sur une droite, la determination des valeurs de p et q revient a la 
recherche des abscisses des points qui divisent harmoniquement 
les deux couples de points ayant pour abscisses les racines des 
deux trinomes 

a? 2 -h 2. mx -^ 7i, a? 2 4- 2 ft OD -4- v . 

154. Gas oft le polynome sous le radical est du troisi&ne degr . 
Si Ton a une integrale elliptique 



avec 



on peut encore, par une substitution reelle, ramener cette inte- 
grale ^ la forme canonique de Legendre. Le polynome sous le ra- 
dical ayant toujours une racine reelle a, il suffit de faire 



x a = 



pour tre ramen & une inlegrale dans laquelle figure la racine 
carr6e d'un polynome bicarre en /. 

Mais, das ce cas, il est plus simple d'employer la forme nor- 
male de M* Weierstrass, comme on le verra dans le Ghapitre sui- 
vanl. 



CHAPITRE VIII. 

REDUCTION A LA FORME NORMALE DE M. WEIERSTRASS. INVERSION. 



I. LE POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU 



155. Reduction & la forme normale. Soil a calculer Tinldgraie 
/ ' - L- ? ou X est un polyndme du troisieme degre 



Si nous effectuons dans X la substitution 

x = mz -+- n, 



nous pourrons disposer des constantes m et n de fagon que le 
polynome Z transform^ de X soit de la forme 



g> 2 et g$ d^signant des coefficients constants. Onreconnait irame- 
diatement qu'il suffit de poser 



et 

am* 4 . 

On voit alors que Ton esl ramen a considerer une ic 

I = / z 

J v^ 8 g$% & 

S(z) designant une fonction rationneUe de z. Oa dit qu'ane in- 
t^grale de cette forme est de la forme caaonique de M. Weier- 
s trass. 
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Si 1'on pose ensuite 

dz 



on en tire, en faisant Tin version, 

- s = P("; 

etl'int^grale elliptique I devient 



= C 



elant une fonction rationnelle de pu. On calculera cette 
integrate par la m^thode de decomposition en elements simples, 
comme on I' a explique au n SO. 

Les p&iodes de la fonction pu se calculent d'aprs les formules 
du Chapitre VI. 

186. Remarqnes sur Pinversion. Nous avons vu, des le debut 
de cet Oirvragej que, si Ton construit la fonction pu avec deux 
p^riodes arbitraires ao) et aco 7 de rapport imaginaire, cette fonc- 
tion z = p u v^rifie une equation de la forme 



g* et g$ dtant des constantes denies en fonctio n des p&riodes 
par certaines series. Inversement, 6tant donn^e une equation de 
cette forme ou g % et g$ ont des valeurs d^termin^es choisies 
arbitrairement, on peut toujours conslruire une fonction 
P( W > giigs verifiant cette Equation. Cela r suite, comme nous 
Tavons d6 ^ remarque au n 3^, de ce que la fonction du est re- 
pr<sente par une s^rie emigre en w, g%, g^ convergente quelles 
que soient ees quaBtit^s et que la fonction 



*6 quation (i) quels qpie soienl g% et g^ 
v !fois alioBs jratppeler comment, g^ et ^ s ayant des valeurs 
>!Wfes qoeleo aqfaes, ou ent calculer une paire de p^riodes pri- 
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mitives de p u et verifier que la fonction pu, construite avec ces 
periodes, satisfait bien a liquation (i). 

PREMIER CAS : Discriminant positif. Supposons que dans 
liquation 

(0 

g-2 et g$ soient rels et que le discriminant du second membre 
A = g\ 273*3 soit positif. Les racines e\, e^ e* sont rdelles. 
D^terminons les valeurs to et to 7 par les egalites 



de sorle que co et-r-sont des quantit^s r^elles et positives, et 
construisons la fonction pu qui admet pour periodes primitives 



Cette fonction pu satisfait a une equation differentielle 



dans laquelle G 2 et G s ont des valeurs reelles rendant le discri- 
minant G^ 27 Gy positif. II s'agit de demonlrer que Ton a 



Pour cela, rappelons que les demi-priodes o> et w 7 de la fonction 
pu peuvent se d^duire des coefficients de liquation differentielle 
v6rifie par cette fonction au moyen des egalites 



en d^signant par E< la plus grande et par E 3 la plus petite des 
racines du polynome 4^ 3 G^z Gj. En comparant ces fex- 



250 CHAPITRE VIII. 

f 

pressions de to el de ^- aux integrates (2) et (3) qui ont servi de 
definition a ces quantites, on est conduit aux < 



dz 



G r\ 

2-5 VJ 3 

dz C** dz 



G 3 

Mais, d'apr&s le raisonnement fait au n 141, les 6galites pre- 
cedentes exigent que Ton ait 

E 1 =ei, E 2 =e 2 , E 3 =e 3 , 
et, par suite, 

G 2 ==#2, G 3 =^ 3 . 

Done Tequation differentielle donn^e est v^rifi^e par la f on c- 
tion pu qui admet pour periodes primitives 200 et aco', <o et-^- se 

deduisant des coefficients de liquation donn^e a Taide des int^- 
grales (2) et (3). 

DEUXIEMEC^S : Discriminant negatif. fitantcfonneel'equa- 
tion diff6rentielle 



dans laquelle g* et g$ sont r6els, el tels que Pon ait 



nous allons construire une fonction pu verifiant cette equation 
differentielle. 

Soient e 2 la racine r6elle, e { , e$ les deux racines imaginaires 
conjugates de 4 ^ g* #3=0; posons 



dz 



pats 
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et construisons lafonctionpw qui admetpour periodes primitives 

0) M 20) 3 . 

Cette fonction pu satisfait a une quation diflferentielle 



les p6riodes 20^, 2to 3 tant imaginaires conjuguSes, on sail que 
G 2 et G 3 sont reels et que le polynome 4# 3 G 2 s G 3 admet 
une seule racine r^elle : soient E 2 la racine reelle, E E 3 les ra- 
cines imaginaires conjugu^es de ce polynome; de plus, on a 



-r 



dz 



G 2 ^ G 3 
dz 



J-E. /4*- 

II s'agit de d&nontrer que G 2 et G 3 sont egaux respectivement 
a- 2 et- 3 . 

D'apres ce qui precede, on doit avoir 



et 



r+ 

/-c, 



Mais nous avons vu (n 139) que ces ^galit^s ne peuvent avoir 
lieu que si E 2 , E i? E 3 sont ^gaux respective men t a e*, e } , e s et 
par suite si Ton a 



Done la fonction pu que nous avons construite avec les pe- 
riodes 2co 1? 2co 3 satisfait a liquation diff^ren tielle donnee. 

II. LE POLTNOME SOUS LE RADICAL EST DTI QUATRIBME DBGRE- PREMIER 
MODE DE REDUCTION OU L*ON N& SE PREQCC0PB PAS DE LA RBALITE. 

On a d^ja donn6 n 1S2 une methode pour faire Pinversion de 
Tint^grale f , z en se servant des foactions de Jacobi, Mais, 
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pour appliquer cette m^thode dans le cas g6n&?al ? il faul decom- 
poser F(^) en un produit de deux facteurs du second degr, ce 
qui conduit ta r^soudre une equation du troisieme degre. 11 j a 
intent a eviter cette question auxiliaire, surtout lorsque le poly- 
nome du quatri&me degre F(s) n'a pas ses coefficients nume- 
riques et contient des constantes arbitrages, comme cela se pr- 
sente souvent dans les probl6mes de M^canique. Cette difficulte 
se trouve ecartde quand on fait 1'inversion en se servant des fonc- 
tions de M. Weierstrass. 

157. Cas particulier. Parmi les formes di verses que pent 
prendre la formule d'addilion de la fonction JDH, nous avons ob- 
tenu la suivante (n 43) 

, i d fp'u p'o\ 

pu P(MH-(?) = - *- - L_ . 
r ^ * 2 du \ pu pp / 

Si done on pose 



2 pu 



en regardant v comme une constante et t comme une fonction de , 
cette fonction verifie liquation difKrentielle 



Nous aliens exprimer le second membre en fonction de t et ve- 
rifier qu'il est un polynome du quatri&me degre en tJ 

Dans tout ce qui suit nous rendrons les resultats plus faciles a 
retenir en employant une representation geom6trique. 

Considerons la cubique 



d^crite par le point de coord onnees 



cobique ^tudiee aox n 08 58 et suivants. Coupons cette courbe par 
Bue steuate passant par un point fixe P de parametre 9 et un 
point variable de param&lre w; le coefficient angulaire de la s6- 
eaote est 
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et le troisieme point d'intersection a pour parametre (w-f-p) 
(n60). Nous avons obtenu dans le n 60 des formules qu'on peut 
Retire, en j remplac.ant a par 2 1, 

[pu pp] + [p(a-t-<) p(p)] = P 3pp, 
[pit, pp][p( + <0 p(p)] = (p*P 



ces identite's montrent que JDZJ pp etp(w -{-{>) JDP soot ra- 
cines d'une Equation du second degr ayant pour coefficients des 
polynomes en t. En elevant la premiere au carre et en en retran- 
chautle quadruple de la seconde, on a 



[p u p (u -4- o)] 2 = (i 3p P) 2 2 (J/P 
et 1'dquation dijQTerentielle que v^rifie t peut s ? e*crire 



en posant 



Les racines de ce polynome f(t) sont les moiti^s des coefficients 
angulaires destangentes mene*es du point Pa la cubique; en effet, 
si t devient egal a une de ces racines, on a pu = p(u -+- P), et 
la secante de coefficient angulaire it coupe la cubique en deux 
points confondus. 

En resume, si t est de'fini en fonction de u par Tequation 

_ dt 
U ~ VTto' 

t peut s'exprimer en fonction uniforme doublement pe'riodique 
de u par la formule (i) et il en est de me* me de v//(0> <F est 
egale a On exprime ce resultat en disant qu'on aresolu le pro- 

bleme de Pinversion pour le polynome /(*). Ce polynome du 
quatrieme degre en t ne renferme pas de lerme en f 3 et conlient 
trois constantes arbitrages, qui sont 1'argument 9 et les deux inva- 
riants g- 2 et g- 3 de la fonction p. 

Nous allons voir que, si le polynome sous le radical est u0 po- 
lynome du quatrieme degr^ quelconque, on peat toujoors, apr^s 
en avoir fait disparaitre le terme en r 3 , Tidentifier avec /(*} Le 
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cas particulier que nous venons de trailer nous donnera done la 
solution du probleme de 1'inversion pour un polynome du qua- 
trieme degr6 quelconque. 



1S8. Le cas g6n6ral ramen6 an cas particulier precedent. 
Soil un polynome donn6 du quatrieme degre 



dbarrasse du terme en t*. En Tidentifiant avec le polynome /() du 
num6ro prudent, on trouve, en vertu de 2p lf v = 



La derni^re de ces 6galit^s peut etre remplac^e par la suivante 



et Ton voit que les trois constantes pp, p r v et g^ se Erouvent de- 
termin^es. La valeur de g$ peut se d^duire de liquation 



elle est gale a 



On a done, pour identifier les deux polynomes, les relations 
concordantes 



Ces relations d^finissent les deux invariants g$ et g- 3 et 1'argu- 
ment constant p. 

Si le polynome donn^ est un polynome F(z) renfermant un 
terme du troisi&tne degre 



on fera disparaitre le second terme en posant 



a,' 

on 
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OU 

a^aa __ 






__ #4 ftp 4 <3p #i #3 -t- 6 #0 a 2 #1 3 <a t 
a, _ 

On trouve enfin, pour^s et g^ les expressions suivantes 



en posant 

S = a a4 



T = 
Remarque. S et T sont les invariants du polynome 



Si Ton calcule les valeurs particuli^res de S et de T pour le po- 
lynome 

f(t) = ** 6pp H- 4tp'v H- ^ 2 



on trouve ^ 2 et ^ 3 . 

On obtiendrait done imm^diatement les relations donnant g* 
et ^ 3 en 6galant les valeurs des invariants des deux polynomes 
que Ton veut identifier. 

Les expressions de pv et de p 1 v en fonction de a , a i9 a 2 , a 3 , 
ajj s'obtiennent de mme en remplagant a 2 , a 3 , <3c 4 , par leurs va- 
leurs; on pent alors 6noncer la r&gle suivante : 

159. K&gle. Soit F() un polynome du quatriSme degre 
quclconque 



et soient S et T les fonctions suivantes des coefficients de ce po- 
lynome 

S = a <^4 

T = 
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Si Ton prend les fonclions elliptiques ayantpour invariants 

- jL =1. 

et un argument constant 9 d^fini par les egalits 
et si Ton pose 



T _. -n't* 



a a pu pp 
on a 



puis 



--^. du = 



ce qui donne la solution du probUme de Tinversion pour le poly- 
nome du quatrieme degr^ F(s). 

A un point de vue g^om^trique, ces formules peuvent aussi 
s'interpr^ter comme il suit : 

Si Ton considere la courbe du quatridme ordre 



les coordonnees Z et z d'un point de cette courbe peuvent s'ex- 
primer en fonctions uniformes du param&tre u par les formules 



a 2 pu 
Z = 



HI. INVERSION EN QUANTITES REELLES. DISCRIMINANT POSITIF. 

160. Expression elliptique des racines d'un polynome du qua- 
tri6me degr6. D'apr^sce qui precede, ^tant donn6 un polynome 
du quatri&me 



si Ton pose 

T ~ a i { l P'*- 

^0 2 M 
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les invariants des fonctions elliptiques et Pargument constant 9 
etant convenablement choisis, le polynome F(s) prend la forme 

F (s) = a [p u p ( u H- p)] 2 . 

Cette forme permet de trouver simplement les valeurs de Par- 
gument u qui correspondent auxracines de F(JS). Pour Tune de 
ces valeurs, on doit avoir 

PU 

ou men 



m et n etant des nombres entiers. On ne doit pas prendre le 
signe +, puisque 9 n'est pas un multiple des periodes. En prenant 
le signe , on trouve 



u= h m to -h n to , 



et il suffit de consid^rer les quatre valeurs suivantes de u : 



V 9 o 

--+-^, W2 = > -i-toH-Co', Us = - 



161 . Discussion relative a la raJit6 des racines. Cas ou le dis- 
criminant est positif. Nous supposerons dans ce qui suit que 
les coefficients de F() sont rels, de sorte que, lorsqu'on fait 
1'inversion, g^ et g$ sont reels. De plus, nous nous limitons pour 
le moment au cas ou le discriminant est positif. La courbe 

^ = p^; y = p'u 

se compose d'une ovale et d'une branche infinie. Les valeurs 
de pv et-$ r v etant r^elles, P est le param&tre d'un point r6el de la 
courbe. L'une des periodes o> est r^elle, Fautre co^purement ima- 
ginaire. 

Les arguments w , u t , u%, u 3 sont les param^tres des points de 
contact des tangentes menses ^ la cubique x = pu^ y = p'u par 
le point de parametre p; les valeurs correspondantes de 



sont les demi-coefficients angulaires des quatre tangentes, et 1'on 

A. ET L. Tn 
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Yoit, en se reportant a P expression de s en fonction de u, que le 
nombre des racines reelles de F(JS) est 6gal au nombre des tan- 
gentes reelles qu'on peut mener a lacubique par le point de para- 
m&tre v. 

Nous avons vu (n 63) que les quatre tangentes sont ou toutes 
reelles, ou loutes imaginaires suivant que le point 9 apparlient a 
la branche infinie ou a f ovale, c'est-i-dire (n 63) suivant qu'on 
a a la fois 



ou que Tune au moins de ces in^galit^s n'est pas verifiee. 

D'apres la valeur de pp en fonction des coefficients du poly- 
nome, on peut enoncer ce resultat ainsi : 

Dans le cas du discriminant positif, le poly no me F(s) a ses 
quatre racines reelles, si I'on a d la fois 



Si Vune de ces inegalites ri est pas verifiee y lepolynome a ses 
quatre racines imaginaires. 

Les quatre racines rangees par ordre de grandeur. D- 
signons par 

^Oj ^l> ^2j ^3> 

les valeurs de 5 et par 

^ , t, t%, t s 

les valeurs de t qui correspondent aux arguments 

tffl, Mli 2 3- 

Dans le cas ou les qualre racines sont reelles, les quatre valeurs 
de z sont rangees dans le mme ordre que les valeurs correspon- 
dantes de t. 

Or on peut voir sur la figure (fig* 20) dans quel ordre sont 
ranges les coefficients angulaires des quatre tangentes menses du 
point P de paramfelre p, en remarquant que chacune de ces tan- 
gontes n r a d^Uffcre point sur la courbe que le point P et son point 
de contact. En supposaut 

O < P < 0>, I 

i :io) xp& les valeors de ,t sout rangees dans 1'ordre 
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suivant 



et, par suite, on a 




162. Inversion en quantites r^elles. Supposons que Ton ait 
fait 1'inversion de Fintegrale 



par la m^thode des n os 158 et 159. Gherchons quelles valeurs de u 
Ton doit prendre pour que z et yF(z) soienl r^els tous les deux. 

i Ca$ oil les quatre ratines so/it imaginaires, Alors F(z) 
est toujours du signe de a . Si done est n^gatif, \/F(z) n'est 
jamais r^el en m^me temps que . Si a est positif, il suffit que z 
soit r^el pour qne \/F(z) le soit, c'est-a-dire que 



2 p U p 9 

soit reel. Or, puisque les quatre racines son t ( imaginaires, le 
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point P, de parametre ?, appartient a 1'ovale. Si nous menons par 
ce point P une s6cante de coefficient angulaire a, cette sdcante 
rencontre tpujours, quel que soit t, la courbe en un autre point 
appartenant a Povale et en un point appartenant a la branche in- 
finie. En d'aulres termes, a une valeur r^elle de t correspondent 
pour u une valeur reelle et une valeur de la forme a-j-a/, a tant 
reel. 

Ainsi, quand les quatre ratines sont imaginaires, il n'y a 
de solution que si a Q est positif; on doit prendre alors u reel 
ou u o>' reel. 

2 Cas ou les quatre ratines sont reelles. Le point de 
parametre v est alors sur la branche infinie de la cubique, comme 
dans \&jtg~ 20. 

L'argument 9 peut alors 4tre suppos6 r^el et compris entre <o 
etco(n63). 

Nous ferons la discussion en supposant 

o<t> <to, 
ce qui est d'accord avec la figure, et nous ecrirons 



les racines se succdant dans leproduitsuivantFordrede grandeur 
d^croissante. 

Soit d'abord a ft >o. Gomme z est suppose reel, pour que 
\/F(s)le soit, il faut que z v^rifie Tune des megaliths suivantes : 



ou bien qne t v^rifie Fune des suivantes 

>i z , t<t l . 



Or le point P se trouve maintenant sur la branche infinie. Si nous 
menons par P uoe s^cante de coefficient angulaire t et si Ton a 



ou 



les deux poinls variables d'intersection appartiennent ^t la branche 
infifcie : les valeurs correspondantes de u sont rSelles. Si 1'on a 
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les deux points variables d'intersectionappartiennenta Povale et, 
pour chacun d'eux, u to' est re*el. Ainsi, quand a estpositif, 
on doit prendre u reel ou bien u <o' reeL 
Soit maintenant a < o, on doit avoir 



ou 



Si Fane ou Pautre de ces inegalit^s est v^rifige, la secante 
menee par P et dont le coefficient angulaire est 2 1 ne rencontre plus 
la courbe; les abscisses des deux points variables d'intersection 



pa, 



doivent tre imaginaires conjugu^es. Or, si nous posons u=a-+-bi, 
a et b tant r^els, la formule d'addition montre que p(a-\- bi) 
et p(a bi] sont imaginaires conjugues; il faut done que Ton ait 



p(v -\-a -+- bi) = p(a bi) 
ou bien 

v -h a -f- bi = .(a b 



m et n etant des nombres entiers. On ne peut pas prendre le 
signe -f-, car, en dgalant les parties r^elles, on trouverait 



P = 2771(0, 



ce qui n'a pas lieu; on doit done prendre le signe et 1'on a, par 
suite, 



n doit ^tre nul, puisque 9 et a sont supposes r6els, et 
peut s'^crire 



ou il suffit de consid&rer pour m les valeurs o et i . 

Nous trouvons done, comme condition n6cessaire ; que u doit 
tre de 1'une des formes suivantes 



b ^tant r^el. Nous allons verifier que cette condition est suffisante. 
On \oit d'abord que, si u a 1'une des formes pr6cdentes, t est 
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reel. ED effet, on a, d'apres I'interpr&ation geom^lrique de t, 
comme demi-co efficient angulaire de la s^cante, 



Si 



i p'u 

_*: 

2 pU 



u et u^ sont imaginaires conjugues; il en est de mme de pu et 
de pu { , puis de p'u et de p'w, : done t est reel. Si 



. 7 

U = - -4- W -I- ZC>, 



-f-co-h 



Done pu et JDK, d\me part, p { u et p'z^o dWtre part, sont ima- 
ginaires conjugues, t est encore rdel. Dans les deux cas, la s^canle 
de coefficient angulaire 2^, menee par P, rencontre la cubiqne en 
denx points imaginaires. II faut done que Ton ait 



ou 



Done enfin, pour ane valeur de u de Tune des deux formes consi- 
d6rees ? z et \/F(z) sont nels tous les deux. 

Ainsi, dans le cas ou les quatre ratines sont reelles et ok a Q 
est ntgatif, on doit prendre u-i-^ ou bien u 4- ^ upure- 
ment imaginaire. 

La demonstration a 6ti faite en supposant o < 9 < <o. 
est encore yrai si p est compris entre o el o>. 



163. R^gmBfe, - Le discriminant 6tant positif , si Ton veut que 
z et v/F(*} soiW re|s t^its les deux, la forme de 1'argument u 
es* ^loiiii^e par la j^gfe seivaate : 

m^a^maires.^ Si ft eist 
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positif, on doit prendre u re"el ou bien & to' r6el; si a Q est ne"- 
gatif il n'y a pas de solution. 

2 Les quatre ratines de F(s) sont reelles. Si a est po- 
sitif, on doit prendre u r6el ou bien w co' re*el. Si a est ne"gatif, 

on doit prendre u + - ou bien u -\ --- a) purement imaginaire. 

2 !2 

Ges cas i et 2 sont les seuls qui peuvent se presenter quand 
le discriminant est positif. 

IV. INVERSION EN QUANTITES REELLES. DISCRIMINANT NEGATIP. 

164. Racines de F(s). Soit, comme precedemment, le polj- 
nome du quatrieme degr a coefficients reels 



Les quantite*s 2 et g$ etantcalculees comme plus haut en fonction 
des coefficients de ce polynome, nous supposons maintenant le 
discriminant g\ 27^3 negatif. 

Nous d^signerons, comme au n 132 ; par o) 1 et co 3 un couple de 
pe"riodes primitives de la fonction p, p^riodes que Ton peut sup- 
poser actuellement imaginaires conjugu^es 



co 2 d^signant une quantity reelle et w^ une quantite purement 
imaginaire. 

On voit imm&iiatement, comme au n 160, que, si Ton pose 



les invariants de la fonction p et 1'argument constant 9 e*tant con- 
venablement choisis, les racines du polynome F(^) correspondent 
aux arguments 

M O = -, wi = - + <*>!, w 2 = - +- a>! -H o) 3 , ^M 3 = -+o> a . 

Nous supposons que les coefficients de F(^) sont re'els; alors 
les quantity's qui ont servi a de*finir pp et p f v sont reelles, et Ton 
J>eut toujours supposer prdel et compris entre o) 2 et co a . 
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On voit done que F(JS) a deux racines reelles correspondant 
aux arguments 



et deux racines imaginaires conjugates correspondant aux argti- 
ments 



Si L'on consid&re la courbe 



prec^demment ctudiee (n W2), on sail que celte courbe n'a pas 
de points rels en dehors de la branche infinie repr6sent6e sur 
la^. 19. Le point P de parametre v estun point de cette branche. 
Par ce point on peut mener a la courbe deux tangentes reelles. 
Les demi-coefficients angulaires de ces tangentes sont les valeurs 
que prend le rapport 



pour u = u& et u = u^ valeurs que nous designerons par f et J 2 - 
Dans la discussion qui va suivre nous supposerons 



on voit alors sur la fig. j Q que 1'on a 
et Ion en conclut 



165. Inversion en quantity r^eUes. Gherchons quelles va- 
leurs de u ilfautprendre pour que z et\/P(*j soient r^els tous les 
deux. Gomme on a 



etqae z t et^'sont imaginaires conjugugs, il suffit, si z est d6j 
reel, qae Ton ait 



Sapposons d r abord que a 9 est positif :. il faut que z v&rifie 
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1'une des megaliths 

OU 3 



et par suite que t v&rifie 1'une des inegalitds 



ou 



une s^cante, men6e par P et dont le coefficient angulaire est 
a ar, rencontre alors la courbe en deux points r^els. 
Done si a Q estpositif, on doitprendre u r6eL 
2 Supposons maintenant que a Q est negatif; t doit verifier la 
double in6galit6 



la secante, men6e par P et dont le coefficient angulaire est 
a 2^ 7 ne rencontre plus la courbe. Les abscisses des points va- 
riables d'intersection 



pu, 



doivent 6lre imaginaires conjugates. G'est cette condition qui, 
dans le cas actuel, va nous determiner la forme de u. 

Posons u = a 4- bi, a et b etant r^els p(a + bi) et p(a bi] 
sont des quantit6simaginaires conjuguees : onle verifie a 1'aide de 
la formule d'addition, On doit done avoir 



et, par suile, 

v -4- a 4- bi =sdb(a 
Prenons d'abord le signe ; l'galit devient 



Comme <2 et v sont r^els, on doit avoir n ='m, et 1'^galite r^solue 
par rapport a a devient 



il suffit de donner ^ m les valeurs o et i. Pour /n = o> w + - est 
parement imaginaire. Pour 771=1, u 4*- est 6gal i une quantite 
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purement imaginaire augmentee de o) s . Mais ce cas rentre dans le 
precedent si Ton remarque que (n 135) 



R^ciproquemenlil est facile de verifier que, pour un argument u 
de la forme 



ou 6 designe un nonibre reel, est reel el compris entre et t. 
En effet, puisque aest le coefficient angulaire de la secante allant 
du point P dont le/param&tre est 9 au point dont le parametre est u, 
on a 



Si Ton prend 



on a 



etFon voit que p^ et pu { d'une part, JD ; W et p'u { d'autre part, 
sent des quantii6s imaginaires conjugudes. Done t est rSel. De 
plus la secante men6e par P et de coefficient angulaire 2 , rencon- 
trant encore la courbe en deux points dontles abscisses sont des 
quantits imaginaires, t est n^cessairement compris entre et 2 . 
Done ^ une valeur de u de la forme consider^ correspondent 
des valeurs r^elles de z et de i/F(*). 

Nons avons ckoisi le signe dans l'6galit^ exprimant que pu 
etp(w+ (?) sont imaginaires conjuguees. En choisissant le signe + 
dans la mme 6galit, on serait conduit a des arguments pour les- 
quels pu et p(?^-h P) seraient Hen encore des quantit^s imagi- 
naires conjugii^es, mais ne rendant pas r<Jels z et 



Amsi.quanda^estnegatif, U faut prendre u + - purement 
imaginaire* 
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166. B$sum6. Pour que z et y/F(s) soient rels tous les 
deux : 

Quand a est positif , il faut prendre u rel ; 

Quand a est negalif, il faut prendre u~\- - purement imagi- 
naire. 

V. METHODE DE M. HERMITE. 

167. MSthode g6n6rale. M. Hermite a donn6 le moyen de 
ramener a la forme canonique adoptee par M. Weierstrass une in- 

t^grale / -^ dans laquelle X dsigne un polynome general du 

quatrifone degr6. Nous indiquerons, a litre d'exercice, cette m6- 
thode dont nous n'aurons pas a faire usage. Soil 

X = 



un polynome et H le hessien de ce polynome, 
H =(a #2 af 



Si Ton pose 

= X' 
on aura 

/dx r &\ 
-7= = / . , * > 
V/X J /4g Sg-T 

S et T d^signant les invariants du polynome X 
T = 



Pour s'en assurer, il suffit de substituer 5 dans Tintegrale du 
deuxi^me membre el d'admettre Pidentit6 suiyante, facile ^L verifier 
quand le polynome X est bicarr^, 



en d^signant par 4 J le jacobien des polynomes X et H 



. Y w 

(J B= X-3 H T-' 

^ dip dx 
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Cas particulier. Ainsi on v&ifiera ais&nent que Ton a 




en posant 



Cela resulte des identit^s 



i / dH dX\ / J i 
4 



CHAPITRE IX. 



APPLICATIONS DIVERSES TRAITfiES AVEG LA NOTATION 
DE M. WEIERSTRASS. 



I. COURSE ELASTIQUE PLANE ET SANS PRESSION. 

168. Mise en Equations. Nous avons d6ja traite cette question 
an n 126 aFaide des fonctions de Jacobi; nous allons la reprendre 
en nous servant des fonctions de M. Weierstrass et nous en pre- 
parerons Fapplication an cas du prisme droit chargS debout. On 
pourra, de cette fagon, comparer les deux sjst^mes de notations 
en les appliquant a un mme exemple. 

L'equation qui donne la forme de la courbe 61aslique dans la 
position d'^quilibre contraint et qui a et6 obtenue au n 126 peut 
s'^crire avec un changement de notation 

(I) i=2C^, 

v y pa 2 

C designant un coefficient positif et a la mesure d'une longueur 
que nous laisserons arbitraire. Ces constantes sont lies la con- 
stante c employee au n 126 par la relation 

=:- 

^ ~~ c 2 ' 

On trouvera, a la page suivante, un Tableau de formules que 
1'on passera & une premiere lecture : ce Tableau donne le 
des formules etablies dans ce paragraphe. 
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TABLEAU BE FORMULES. (Courbe elastique plane et sans pression.) 



. a . ft 

-=- = smO-=- = -- smt), 
ds* ds p 



^ 1 "" 



(4) 

7 



a 2 pw 

(5) 

(6) 

(7) - 



(9) 

(10) et (n) i 2j = ^~3e 2 = 



(12) ' = Z"[M-I- + o> 8 ) +22*^2] 4- const., 



adt=Cds, 

- 






(17) 



2 . . x 0) s 

p 
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169. Integration par les fonctions elliptiqties. La relation (i) 
peut etre"considree comme une Equation diflferentielle du second 
ordre de la courbe. Nous allons int^grer cette Equation. En de- 
signant par s Tare de la courbe compt S. partir d'une origine fixe 
efc par 9 Tangle de Ox avec la tangente supposee inen^e dans le 
sens qui correspond aux arcs croissants (fig. i4> p- 184), on a 

dx A dy 

-j- =cos6, -f- = sm6. 

as ds 

De la premiere egalit Ton d(5duit, par differentiation, 

. ,d% 

= sinO-r-' 
ds 

puis, en remplagant sin 8 et -=- = - par leurs valeurs, 



C dy 
d = ** y lS m 

Intdgrons, ce qui donne 

^ S= G S +D ' 

D d^signant uneaouvelle constante, et portons Pexpression ainsi 

obtenue de -^- dans la relation 
as 

il vient 



170. Inversion. En remarquant que le polynome du qua- 
tri^me degr6 dont on veut faire Pinversion est bicarr6, on est con- 
duit a appliquer dela fagon suivante la m^thode donn^e au n 157. 

Posons, en adoptant les notations du Chap. VI, 1, 

(A\ y = l P ' U ' 

^ ' a i pu e 2 ' 

on sait que Ton a 

(5) 
(6) 
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et, par suite, 

(7) -3e 2 -4(e 2 - 



Pour identifier le poljnome da quatrieme degr qui forme le 
premier membre de cette galit6 avec le second membre de l'6ga- 
liti (3), nous mettrons cette egalite (3) sous la forme 



et il nous suffira ensuite de poser 






On voit que e\ e$ et e 3 e 2 sont les racines d'une Equation da 
second degre dont le discriminant est 



Nous nous bornerons dans tout ce qui suit au cas de D 2 <^ i . On 
reconnait ais&nent que cette ingalit6 doit ^tre v^rifiee si la courbe 
pr&ente un point d'inflexion, comme cela a lieu pour le prisnie 
droit charg6 debout : en eflfet, pour que p puisse devenir infini, JJ 

faut que y puisse s'annuler sans que -r- devienne imaginaire, 

c'est-a-dire, d'apr^s (8), queD 2 i soitnegatif. Cette hypo these 
correspond au premier cas du n 126. Alors, e 2 ^tantr6el, d et^ 3 
sontimaginaires conjugu^s; on peut prendre, comme periodes pri- 
mitives de la fonctionpw, deux quantit^simaginaires conjuguees : 
nous les dsignons par coj et o) 3 et nous conservons les notations 
du I, Chap. VL 

Ayant ainsi identifie les premiers membres des ^galit^s (7) 
el (8), nous avons 



a*\du) 
et par suite 
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en supposaut convenablement choisi le sens dans lequel Pare .<? 
est compte". 

Dans l'e*galit (2) rempla^ons ds par -~-.du et ^- par sa valeur 
3e 2 ? il vient 

/ \ i dx y2 

(10) _ = s^_ _3 e2 

a du a 2 

et, en tenant compte de la relation (6), 
i dx 



/ N 
(ii) 

u 

On a imm6diatement Tintegrale du second membre et Ton trouve 

(12) -= i[Z,u -\~(u -}-&%)-+- 2 ue z ]-i- const. 

171. Nature de Targument. Voyons comment doit varier u 
pour que y et i / 1 (C~- H- D J soient tons les deux reels. 
La relation de"j etablie 

a du = C I ds 

montre que u est ne"cessairenrent imaginaire, Posons 

u = h H- it, 

h et t ddsignant des quantites r^elles. 
On a trouvd, en faisanl I'inversion, 



et il en rdsulte 



D'apres cela, p(o> 2 +A+^) doit 6tre la quaatit^ imaginaire 
conjugu^e de p(h -+- ^), on doit done avoir 

p(w 2 4- A, -h &Y)= p(A zV) 

et par suite 

(0 2 -h h-*rit =(/l f?)4- 2771 Wi-f- 2/1 C0 3> 

A. ET L. 18 
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m et ft designant des nombres entiers. Si 1'on prenait le signe -j-, 
h disparaitrait et t ne pourrait varier d'une manure continue. En, 
prenant le signe , Pgalit6 devient 



le premier membre 6tant rel, il faut que n = m et Ton trouve 
alors 



II suffit de donner a m les valeurs o et i . Pour m = o, u + ^! 
est purementimaginaire. Pour m = i , w + n'est plus purement 

imaginaire ; mais ce cas se ramene au precedent, a cause de la for- 
mule 



On aura done, en rsum^, a prendre pour u des valeurs de la 
forme 

(13) tt== ^H-J/, 

t 6tant une variable r^elle. 
Remarquons de suite que P^galite 

a du = C i ds 
devient 

(14) adt = Cds. 

172. Expressions de x et de y. Remplagons u par sa valeur 
en fonction de t dans les relations (12) et (4); il vient 



en supposant I'axe des y choisi de fa^on que x = o pour t = o, 
pais 

06) ?-= 



Gette valeor de j^ peut s^crire.successivement en se servant des 
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relations (65) et (64) du n 44 



W 
(17) =fi = a 



A, j disignanl des constantes et j dtant la valeur que prend y 
pour = o. 

173. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier t. En 
tenant compte de la periodic!^ des fonctions de t qui figurent 
dans les expressions de x et de j, cherchons dans quel intervalle 
il suffit de faire varier la variable r^elle t. 

Quand on change t en t+ ^jj n e change pas ; ^raugmente 
de la quantite constante 4 h definie par Tegalit^ 



- 



oil Ton a 



II suffit de faire varier t de ; a ^ + ^. Si Ton change en 
t. y ne change pas, x change de signe. Done si Ton faisait 
varier t de -- 4 a H -- r j la branche de courbe ainsi obtenue serait 

L L 

symetrique par rapport & Oy; il suffit de faire varier t de o a ^U 

tr 

On peut encore restreindre cet intervalle; soient t) et t$ deux 
valeurs de t ayant pour demi-somme -A 






21 



soient x\ } y\ et# 2 ? y I GS coordonn^es des points correspondants, 
on a 
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h etant la constanle clefinie par 1'egalitd (18). Done, si Ton faisait 
varier t de o -4? la brancLe de courbe ainsi obtenue aurait pour 






centre le point y = o, x = h : il suffit de faire varier de o a . 






Consid6rons les points de la courbe qui correspondent aux va- 

leurs extremes de cet intervalle ( o, . ) Pour = ^ on a y = o 

V ' at/ a& J 

d'aprSs la formule (16) et 



h 

-, 



d'apr^s la formule (i5). Ce point y = o, x = h est le centre dont 
nous venous de constater Fexistence. Ce point est en m6me temps 
un point d'inflexion, comme cela resulte de la formule 



Pour * = o, on a # = o ely=y^ Cherchons la tangente au 
point correspondantdela courbe. Si Ton fait u=z 4- it dans 

2 

les egalites (7) et (i i), elles deviennent 



Onvoitque,pourf=o, Jestnulet 

quantii^ plus grande que zito. Done la tangente est parallele a Ox, 
c'est-a-dire a la direction de la force elastique ; de plus, comme Qy 
est un axe de sym^trie, le point correspondant a t o est un 
sommet. 

* 

174. CJonstruciion de la courbe. Supposons mainteoant que t 
crott de o a ^? - A cause de 
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s va constamment en croissant. LM 
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yy* _ 

a 



montre que y va sans cesse en dcroissant; nous avons deja. 're- 
marque que y parl de y pour arriver & z^ro ; il en r^sulte que y Q 
est positif et que la valeur absolue dejK d^croit constamment. 
Pour voir comment varie x reportons-nous a 1'egalite (20) qui 



dx 



donne la valeur de -T-- Puisque la valeur absolue de y va sans 



dx 



cesse en d^croissant, il en est de meme de -37* Pour t= o, la va- 






leur de -^ est positive; pour t = ^4? y etant nul, -j~ est 






a 3e 2 . Done si 1'on a 









, -^7 est constamment positive, si 

Ton a e 2 > o, -T- decroit constamment depuis une valeur positive 
jusqu*a une valeur negative et change une fois de signe dans I'in- 
tervalle (o, ^? ) En faisant varier t au dehors de cet intervalle, 

on a des arcs de courbes se d^duisant du precedent par sym^trie 
par rapport a Oy et par rapport des centres situ^s sur Ox ayant 
pour abscisses A, 2 A, , . . , dt 77 A. 

Nous pouvons maintenant reconnaitre la forme de la courbe en 
supposant successivement que e 2 est n%atif, nul ou positif. 

Fig. 21. Fig. 22. Fig. a3. 






Ces trois cas conduisentaux formes des fig. 21, 22 et 28. Dans 
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\&fig. i4 (I)? p 184, on a represente seulement un arc tel qtie 
Tare a\ ba t de \&fig. 21. Dans ces nouvelles figures nous suppo- 
sons 1'axe Oy horizontal. 



II. PRISME DROIT CHARGE DEBOUT. 

175. EnoncS de la question. Une verge elastique droite, dans 
son e*tat natarel, est encastre*e verticalement a Tune de ses extre*- 
mite's M . L'autre extre'mite' M, supporte un poids P. On demande 
la forme de la verge elastique dans la position d'e*quilibre. 

Ce probleme est un cas particulier da precedent. Dans le cas 
actuel, il n'y a pas de couple applique' en Mj : le moment flechissant 

B 
en ce point, - est done nul, p est infini; le point M! est un point 

d'inflexion. Au meme point M f la force e'lastique est directement 
opposee au poids P : elle est done verticale et dirige'e de has en 
Laut. En M 0) d'apr^s la fagon dont la tige est suppose'e encastre'e, 
la tangente est verticale, et par suite parallele & la force e'lastique. 
D'apr&s ce que nous avons vu n 173, ie point M est un sommet 
tel que a (fig. 21, 22, 28). 

On pourra done prendre les valeurs suivantes du parametre t : 

t = o, pour Ie point MO, 

) TJ pour le point M t , 



n designant un nombre entier et positif. Soit I la longueur de 
Fare M M t ; puisque ds = ^dt^ on devra avoir 



ficrivons maintenant que la force e'lastique est egale et direc- 
lement opposee au poids P et rappelons-nous que, en mettant le 
probleme en Equation, nous avons pose (n 126) 

j^_ aG _ T 
c~ a ~~ B" 

Nous trouvons comme nouvelle condition 
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car T, qui est constant tout le long de la fibre moyenne da prisme, 
est ici ffale a P. 



176. Nombre de solutions. Entre les deux ^galit6s (i) et (2) 
eliminons a et remplaQons C par sa valeur 



nous trouvons la condition 
(3) p/i 



qui ne depend plus que des lments elliptiques et des donnees 
num<5riques qui d^finissent Fexprience. La discussion de cette 
egalit^ nous conduira au nombre des solutions du probleme. 
Cette 6galite peut s'^crire 



' 



Or, nous avons vu (n 138) que Ton a 

%rt= c l *? 

* J Q v/i-*i*sitt 



k\ ^Untune quantite r^elle comprise entre o et i, et p ayant pour 
valeur 



comme on le voit en mnltipliant membre a membre les expressions 
de e- 2 e { et e-> e 3 du n 138. Le deuxi^me membre de liqua- 
tion (4) est done le carr de 1'expression 



qui est sup^rieure a i, car elle croit constamment de i a oo 
quand k'f croit de o a i. D'aprfes cela, liquation de condition (4) 
donne pour k'f une seule valeur comprise entre o et i si Ton a 
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ou bien 



Si done 1/5 est compris entre (av-J-i) el (av + 3), en 
faisant successivement 



n = i, a, ..., v, 



on aura v Equations en k"? admettant chacune uneracine comprise 
entre o et i et, par suite, il y aura v positions d'equilibre. Si 
Fon a 

a* . /P 



il n'existe plus de valeur de k'f comprise entre o et i ; il n'y a pins 
de forme d'dquilibre autre que la ligne droite. Dans ce cas, le 
prisme droit charge debout est en quilibre stable. 

II. COURBE ELASTIQUE PLANE SOUS PRESSION NORMALE UNlFORME. 

177. Enonc3 et mise en Equation. II s'agit de trouver la 
figure d'eqoilibre d'une verge elastique qui dans son tat naturel 
tait de forme rectiligne ou circulaire et qui est soumise a Faction 
de forces dfinies de la fa^on suivante : A chacune des extrdmit^s 
de r&astique agissenl une force et un couple 5 en outre, sur 
chaque element de 1'arc agit une pression normale a Foment, 
contenue dans le plan de la fibre moyenne et proportionnelle a la 
longueur de IMl&nent. Pour se repr^senler ces donn^es, on pent 
consid^rer une chaudi&re cylindrique et la verge dcoup6e dans la 
surface de cette chaudi^re par deux plans perpendiculaires aux 
generatrices du cylindre et trfes voisins Fun de 1'autre. Ce pro- 
bl^me a 6t6 resolu par M, Maurice Lvy. 

Soient F e et M$ la force et le moment du couple qui agissent 
sur la verge & Fune de sap extr6mits A . Si Fon coupait Felastique 
en Tun de ses poials A $ faudrait, pour maintenir l^quilibre, intro- 
daire ane force et utt-oa^aple. SoieatF la force et M le moment 
dn couple. Poijr d^finir avec precision la pression sur un Element 
d'arcj comptons snr h courbo Tare s & partir d'uue origine fixe 
dans tin sens determine et rapportons la coorbe a deux axes rectaix- 
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gulaires Ox et Oy. Soient^ Tare qui correspond a un point A< 
de la courbe, ds { un dldment d'arc cornpte a partir de ce point, 
a. Tangle que fait Ox avec la tangente en A { , cette tangente etant 
men^e dans le sens ou Pare va en croissant. 

La pression qui s'exerce sur I'gl&nent ds { a ponr intensity p ds^ , 
p d^signant une constante : nous la regarderons comme positive 

lorsqu'elle s'exerce dans le sens oti 4-- de sorte que ses projec- 
tions sur les deux axes sont 



. . ir 

I? p dsi sin I t ~\ 
2 / \ 2 

ou bien 

ou bien 



Exprimons que les forces agissant sur l^lement A A se font 



Nous ecrirons d'abord que la somme des projections des forces 
sur chacun des deux axes est nulle. Nous avons, en d^signant 
par X, Y les projections de F, par X , Y celles de F , 

X-hXo I pdyi o, 
Y -+- Y -b Ip dx l o. 
Ces galits peuvent s'^crire 



en d^signant par x, y les coordonn^es du point A et par a el b 
des constantes. Elles expriment que la perpendiculaire menee en A 
a la direction de la force va passer par un point O 7 de coordonnes 
a et 6, qui reste fixe quand on fait varier la position du point A. 
Ce point se nomine centre des forces 6lastiques. 

Nous preudrons ce point O r comme nouvelle origine en trans- 
portant les axes parall&lement a eux-mfimes. Alors les projections 
de F deviennent 

X=K Y = -/??, 
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et son moment par rapport au point 0' est 



on a ainsi Fmtensit6 et le sens de la force F. 

Nous allons crire maintenant que la somme des moments par 
rapport au point 0' est nulle. D'apres la throne de l'lasticit, le 
moment M du couple qu'il faut joindre a la force F pour avoir 
Faction exerc^e en A sur Tare A A est donn6 par la formule 



(a) 



I = m(!--L), 
V? Po/ 



m designant un facteur constant et positif, p le rayon de courbure 
en A dans la position d'equilibre considr6e, c'est-a-dire -T- p le 
rayon de courbure au point A daas la position naturelle. 

D'autre part, le moment de la pression s'exercant sur 1'ele- 
ment ds { , ayant pour coordonn^es x { , y { , est 



les moments de la force et du couple correspondant au point A 
sont des constantes. On a done, en ^crivant que la somme des 
moments des forces appliquees a Tare A A est nulle, 



( --- ) 

\P Po/ 



ou, en modifiant la valeur de la constante, 

(3) mi l - 1. ) nrs-f- S^- = const. 

VP Po/ ^ t?. 

L'6galit6 resolue par rapport a - est de la forme 



(4) 

A et B designant des constantes. En particulier A = , de sorte 

que A est positif; B peut avoir un signe quelconque ; les coefficients 
num^riques ont et6 mis pour simplifier Tecrilure dans les calculs 
suivants. 

Cette 6galite peut 4tre consid6ree comme une Equation difl'6- 
rentielle dSfinissanl la courbe elastique 
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178. TABLEAU DE FORMULES. (Courbe e'lastique sous pressioji normale 

constants.) 



p 

(5) ] 



p r dr 

j( *dft\ 
(6) 

a/'* 

(7) ;-'^=A,r*H-aBr*+C, 

(8) 

(9) 
(ro) 

00 

(12) Z-( S 2_ 

o/i supposera o < i 



(16) 

v x 

(17) 

/ ^N 

(18) 

^ ' 



du pu pt> 

//A 

(19) a j_= 



(21) 

(22) 
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179. Integration par les fonctions elliptiques. Nous aliens 
d'abord lablir une formule dormant le rayon de courbure d'une 
courbe dfinie en coordonn^es polaires 



i \ ds 



p rdr 

On a, en effet, en d^signant par a Tangle de la tangente avec 

Ox : 

r* db = xdy y dx, 

,dl 

r--f- = x sin a y cos a, 
as 

d ( d\ , _._ ^ da I _dx _dy\ T _ n dr ^ i 

ou enfin 



rf8\ 

^r 
ds) 



^ \ rar 

D'apr^s cette formule, liquation differ en lielle de la courbe 
peut s'^crire 

<**%} 

(6) . a = 2Ar 2 -t- aB. 

x ' dr* 

En integrant et en designant par C une nouvelle constante 

(7) r*-: 



En dlevant au carrd les deux membres de cette ^galit^ (7) et 
en nous servant de la formule 



nous pourrons ^liminer rf9. Nous trouverons ainsi liquation 



qui d^finit r 2 comme fonction elliptique de Tare s. L'angle 9 est 
ensuite dtermin par la formule 
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On ddfinitainsi les coordonn^es polaires r et 9 d'un point de la 
. courbe en fonction de la variable s. Le calcul effectif est du a 
Halphen. 

180. Inversion. On a vu, en gtudiant Finversion (n 157), 
que si Ton pose 

(10) 
on a 

(") ! p V 



de sorte que 

(12) Z =O 2 3pp) 2 2(p"p 2~p'p) 

et par suite 5 et \/Z s'expriment en fonction uniforme de u. 
Si Ton pose 



(13) 2(p' 7 P 

le polynome Z se ramne a la forme 



et pour identifier ce polynome en /- 2 avec celui qui donne 
_ J /^V (^ q . 8) il suffit de poser 

A'=A, B f =B, G 7 =G. 
Le calcul n'ofFre aucune difficult^ et Ton trouve 



ou, en r^solvant par rapport a pp, p^, p r/ p, 

i B B^ AC 

(14) P' 2 ^76A' P"* = -5A> 3 ^=-^ 

Si, dans les relations qui existent entre pc, p f p et J/P, on rem- 
place ces quantit^s par leurs valeurs tiroes de (i4)<> n aur ^ g^etgv 
Nous supposerons les donn^es choisies de fa^on que le discrimi- 
nant soit positif ; les valeurs de p^ et de pV sont r^elles puisque A 
est positif et Ton peut arbitrairementfchoisirlesignede pi 9. Nous 
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examinerons seulement le cas ou 9 satisfait a la condition 



de sorte que Ton a 



Les elements elliptiques 6tant ainsi fix6s, on a, en tenant compte 
des egalites (ia),(i3) et (10), 



11 en resulte 



Mais le premier membre est gal a - (-7-) d'apres 1'equation dif- 
ferentielle de la courbe (eq. 8) : le second membre, d'aprs la re- 
lation (i3), est egal a f -7- ) g I / . ; on a done 
x ' \ du I i6p 2 v 

ids 

06) dtt = ^rf 

Cette egalit6 montre comment est liee a Pare s la variable u que 
nous allons garder comme variable independante. 

Nous avons d6jar 2 en fonction de waumojen des relations (i3) 
et (n); pour avoir 9 il suffit de remplacer r 2 par sa valeur en 
fonction de u dans le second membre de liquation (9), c'est-a-dire 
dans 



On a d'abord, en tenant compte des relations (i3) et (14), 



puis, en se servanlde Fune des relations (i i), 

(17) A7*-4-2Br^-f-C = (ptt pp) + [p( w +p)-p^]. 

11 est facile maintenanl ^obtenir en fonction de u repression 



APPLICATIONS DIVERSES. -287 

i db 

de ; on trouve successivement 



ja i dft_ __ (pu pp)-4-[p(M-i-p) pp] 
p'p du ~~ (pw p^)[p(MH-p) pp] ' 



/o\ 
(18) 



--.- -- -- - _^ 
du pu pv p(M-4-p) 

ou, d'apres la formule du n 44 

(19) 2 '^ = ?("-+-P) C(M P) 

Nous avons ainsi 7' 2 et 6 en fonction de u. Reunissons ici les 
deux Equations correspondantes, en appelanl E nne constante : 

-hp) p?], 



181. Nature des arguments. L'expression (16) de ^ en 
fonction de c&montre que'z^ est certainement imaginaire. D'autre 
part, pour qne r 2 soit r^el, il faut que les deux facteurs dont le 
produit donne r 2 soient ou tous deux reels ou tons deux ima- 
ginaires conjugues; voyons s'ils peuvenl lre r^els. Si une valeur 
imaginaire de u rend pu rel, elle est, ^ des periodes pres, de la 
forme ix ou to + ix, x etan L une valeur reelle ; mais les valeurs de 
cette forme ne rendentpasrelp(e -+- p); elles sontdonc arejeter. 
Ilreste a exprimer que pu elp(u + v) sontimaginaires conjugnes. 
Soit u = a+bi. D'apres la formule d'addition donnee (n 48) 
pour la fonction pu^ les deux valeurs p(a + bi) et p(a bt) 
sont imaginaires conjuguees : il faut done que 1'on ait 



u -a- v =a 



m et n d^signant des nombres entiers, et en egalant les parlies 
reelles dans les deux membres 



On ne peut pas prendre le signe + puisque 9 n'est pas un multiple 
de 2 to ; il faut done que Ton ait 
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ce qui donne 



p - (-' 
a = ou #= 

2 % 



Nous examinerons seulement le premier cas et nous poserons 
(si) M =-^-iV, 

* etant une variable reelle; de sorte que Ton aura 

du=. i dt, 

et comme on a trouv (q. 16} 

, ids 
du = ,- } 

2 P 



on a aussi 



p f v etant ngatif, dt a le m&rne signe que ds* 

182. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier t. La 
premiere des formules (20) montre que r- ne change pas quand 

i / * 2 CO T^ i fl> 

on change w en u -h 2 o> 7 ou bien t en -i r- D autre part ^- est 

//ft 
une fonction rationnelle de r 2 ; il en est de mme pour -r* II en 

re*sulle que^ pour une valeur donnee de dt, la valeur de rf9 ne 
change pas quand on change t en t -\ ^- et, par suite, que Tac- 
croissenient de 8 est le mme quand on fait varier de o a < ou 
bien de -4- a T- 4- ti . Si done on a construit la branche de courbe 
oblenue en faisant varier t de o a T- et si on la fait tourner d'un 
angle gal a Tangle des rajons extremes, on aura la branche de la 
courbe decrite quand t varie de a ^~- 

D'aprSs cela, il suffit de faire varier t de o a i^; mais on peut 
restreindre cet intervalle En faisant u = - -f- it dans Tex-. 
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pression de r 2 oa trouve 



et Ton verifie aisement que 7- 2 prend les m&oies valeurs pour 



== T ~^~~ ^ et P our ^2 = r h. 



D'autre part, pour un mme accroissement dh les accroisse- 
ments dt\ et dt% sont de signes contraires; les accroissemenls 
correspondants rfB 4 et d9 2 sont 6gaux et de signes contraires 

jn 

puisque ^ ne depend de t qae par PintermSdiaire de r 2 . Done 

les accroissements que prend 6, quand on fait varier t de ~ a ~ 4- h 
r t i i 

puis de -T- a j A, sont egaux et de signes contraires. La courbe 

est synnStrique par rapport au rayon qui correspond a t = ^, et il 

, l 

suffit de faire varier t de o a ~- 

i 

183. Variation de r. En tenant compte de la relation (i3) 
entre /* et 5, on a 



^ 

du~ 
ou bien 



et, comme on a pose u = - it, 



Cherchons les valeurs de t qui annulent le second memLre. Pour 
Tune de ces valeurs, on doit avoir, a des pSriodes pr^s, 



Le signe est a rejeter, puisque P n'est pas un multiple des 
periodes, et par suite 



2 it = 
A. ET L. 



2QO CHAPITRE IX. 

m et n ddsignant des nombres entiers. Commc it est purement 
imaginaire 



it = 



les seules valeurs de t appartenanl a Tintervalle ( o, yj qui an- 
nulent -p sont done les valeurs extremes. 

Pour reconnaitre celle de ces valeurs qui correspond a un maxi- 
mum, prenons la d^riv^e seconde 



Pour t = o,le second membre sereduita 8p f vp r -;ilesln6gdil[ 

puisque 9 et - 6tant compris entre o et to, p f v et p r - sont tous les 
deux negatifs; c'est done t = o qui correspond au maximum. 
r 2 ddcroit constamment quand Zvarie de o a -r- Nous d^signerons 
par rj; et r\ les valeurs de r 2 qui correspondent a = oet&*=-r- 



184. Variation de Tangle polaire. Dans la formule 



ds ' 

remplagons ds par ip'v dt, elle devient 
i / <f6\ 

le trinome Ar 4 + aBr 2 + G a ses racines rdelles, puisque, d'aprfis 
Tane des relations (i4)> AC B 2 est du signe de pv et que j>r 
est positif. Voyons d^abord combien ce trinome a de racines com- 
prises entre rj el rj. 
L'6galit6 (17),, ou Foi^ remplace u par - + /, devient 
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En y faisant success! vement t = o puis t = ^- on trouve 



A r\ +- 2 B r? -f- G = 1 Ip ( -+- co^ p P~| . 

La difference p - JDP est positive, puisque pu decroit, quand 
u croit de o a co; la difference ( p(--f-a) / j JDP est negative, 
puisque p( ^ +- to j est compris entre e 2 et 3 et que JDP est plus 

grand que e { . Done rj et / comprennent line seule racine du 
trinome. 

Quand t varie de o a-r? r 2 d^croit constamment de rj a r;, 

7A 

^r change une seule fois de signe. Comme A est positif et p r v ne- 
gatif, on voit que Ton a 



j, . /dO\ /rf8\ , -, j dO -, 

CD designantpar ( -j- \ et(^-J lesvaleurs de^-qui correspondent 



a ^ = o et a t = ^. 
i 



185. Angle des rayons aUant a deux sommets consecutifs. II 
nous sera utile, pour 6tndier la forme de la courbe, de connaitre 
J'angle des rayons correspondant aux valeurs extremes de Finter- 

valle (o, ^- j dans lequel nous faisons varier t] eel angle esl la 

moiti6 de Faccroissement que prend 9 quand t varie de o a 

Nous allons faire le calcul en supposant que t varie de t a t Q H T~ 

Dans la formule (19) qui donne -T- faisons u~ --- it 

et du = idt\ nous obtenons, en tenant compte de ce que ^u 
est une fonction impaire 



dt 

(23) 
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Faisons maintenant varier t de j? a t Q + et designons par a t 
Faccroissement de 8, nous aurons 



(*4) 



Le second membre se simplifie beaucoup, si Ton se sert d'nne 
formule a laquelle nous serons conduits en cherchant a ^valuer 
une integrale de la forme 



2W 



a etant une quantit^ r^eile lelle que Ton ait 

o < a < aw. 
1 a fonction sous le signe somme est la deriv^e de 



d^finie est 



D'apres la relation (22) du n 21 on a 



el, par suite, 



/i 6tant unnombre entier qui n'est pas d^termin^ par le calcu) 
t On en conclut 



(25) 
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Dans cette 6galite cbangeons i en i en remarquant que ~ 
f ^ 

et 1 sont rels, il vient 



(26) C ' S(a-it)dt= il' 

tJf T> 



puis ajoutons membre a membre )es e*galile"s (a5) et (26), nous 
obtenons la formule qu'il s'agissait <T6tablir 



Mais ilreste ^ d6terminer le nombre entier n. Cette d^termina- 
tion est facile quand a = co. En eflfet la fonction sous le signe 
somme est ^gale a 



pour a = o> ? elle se r^dait a a^to, c'esl-a-dire a avj; Tegalit^ pr^ce- 
dente devient 



o 

-. (TjU)' 0)7)') = (271 H-I )1C, 

I 



et Ton en conclut n = o. Mais quand a varie d'une maniere con- 
tinue entre o et 20), le second membre de l^galite (27) varie 
d'une maniere continue, n ne peul changer. Done n = o pour 
toule valeur de a comprise entre o et 2 to, et par suite 1'on a 



(28) 



< < 2W. 



En appliquant la formule pr^cedente & chacune des deux inte- 
grales qui figurent dans 1'expression de <p, nous trouverons enfin 



Cette ^galite* va nous permettre de trouver le signe de <|/. 

Remarquons que ? pour 9 = to, tp est nul & cause de la relation 
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YIO>' oxV ; puis cherchons comment varie <t quand 9 croit 



de o a co. On a 



cette deriv^e dcroit constaminent quand P croit de o a co; pour 
v = co elle est egale a 



Or nous avons trouv (n 99) 



n =i, 3, 5, ..*, 
etl'on voit que Ton a 



Done -? esl positive pour p = w et comme c'est une fonction 

ddcroissanle dans 1'intervalle (o ? w), elle est constamment positive 
dans cet intervalle. II en resulte que ty croit quand p croit de o 
& (o, et comme ^ s'annnle pour 9 = to, on a 

^ < o , quand o < P < w. 

/ /-/A \ 

Si nous comparons naaintenant le signe de ^ el celui de ( -T-) 



nous vojons que^ quand f croit de o & ^-? Tangle 9 commence par 
croitre mais que sa variation totale est negative. Nous avons 

/7fi 

trouv6 d'autre part que -^ s'annule en changeant de signe pour 
tuxe valeur et une seule de Tintervalle /o, ^-j: soit t f cette valeur; 

la discussion peut se risumer ainsi : 

t croissant de a ^, 6 T& constamment en croissant; pour t= t' 

le rayon vectetir- est tangent k la courbe ; t croissant de ^ & i , 
Fai>gle 8 d6croitplnsqa'il ne s r 6tait accru quant * vari ait de o a i'. 

48S* Sigae da rayon decourbure. On a tKmv&en eommeu- 
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cant (&j. 4) 1'egalite 



le second membre est dgal a deux, fois la d6riv^e prise par rapport 
a r 1 da trinome Ar*4- 2Br 2 -f-C, et d'autre part il r^sulte des 
calculs fails pour 1'inversion [formnles (i3),(i7)et(u)] que Ton 
a en mme temps 

r-= 2(p"p 2-sp'p) 
et 

= ;s 2 3pp. 



D6rivons par rapport a r- les deux membres de la derniere egalite 



= - = -- 
dr* 4 p' p 

On en deduit, en remplagant ^ par sa valeur (10) en fonction 
de u, 



2 p P p U p P 

Voyons comment varie le signe de - quand t varie de o a 2 to 7 . 
/ 2 va sans cesse en d<5croissant, A/* 2 4- Bne peut s'annuler qu'une 
fois; il nous suffira done d'avoir les signes des valeurs de - pour 

t = o et pour t =. --; nous designerons ces valeurs par et ; 
pour t = o 



p' - -f-p P 

P I r 2 r 
U = , == X 

2 po P 

P- Pv 



CO' 

pour t = -r 



i ^ \a / i 

= 7 ( X r- 

Pi /P A 2 P ^ 

^ l p(-+a,') pp ^ 



Les valeurs de et de peuvent se simplifier si Ton se sert 
de la relation 
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que Ton deduit de laformule d'addition 



~ pu J>(ZH-MI) ' 
en y faisant tendre u vers u { . ATaide de cette relation, on obtient 



DO , . v 9 

r ap'op'- 
r r 2 



(29) 



f <5lant compris entre o et to, p'pel p'^ sont negatifs, p"- positif; 
done on a deja 



D'autre part, p[(? + etant positif, ~ est de signe contraire a 



Cette quantite peut s'obtenir en substituant p(- -+ o/) dans le 
polynome du second degrd en p u 



et Ton trouve ais^ment que Ton aura 

'(;-*- *>')>, 



si 9 satisfait a rin^ali 



Mais on peut poser 

*'>' 



a 6tant one qnanlitS r^etle comprise entre o et ^ (wzr p. 1 3, a" 1); 
''US (So) pent alors s'^crire 
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et comme p(u 4- to') croit constamment quand u croit de o a <t>, 
elle peut 6tre remplacde par la condition 



II faut done, quand on tudie le signe de Ja courbure, distinguer 
les deux cas suivants, en remarquant que (a + to') d^signe 
Tabscisse du point le plus haut del' o vale dans la cubique x = 



Pi 



II se produit une inflexion de la figure d'quilibre quand 9 passe 
en decroissanl par la valeur 2 a et il est facile de voir que Fin- 
flexion se produit au point donn6 par a t = En effet, la va- 
leur correspondante de u est 



co ; = a a/, 



et la valeur correspondante de la fonction j), savoir 

p(<an-w'), 

est, d'apr&s la definition m&me de a, racine de p v (u), de sorte 
que est 6gal a z^ro, dans le cas particulier v = za. 

187. Forme de la conrbe. Nous avons suppose que 9 satis- 
faitd la condition o<p<co et,dans 1'etude de la courbure, nous 
avons 6t6 conduits & distinguer deux cas suivant que Ton a 

P<2# OU P>2#. 

Dans les deux cas ; t croissant de o a -n Tare s va constammeat 
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en croissant, le rayon vecleur va constamment en decroissant et 
les rayons extremes correspondent le premier a un maximum et le 
second a un minimum; Tangle 8 commence par croftre jusqu'a une 
valeur t 1 ', pour laquelle le rayon vecteur est tangent a la courbe, 
puis ddcroit jusqu'a une valeur initiale. 

Pour ce qui regarde la courbtire, si f > 2 a la courbure -T- est 

constamment positive, Tangle a correspond an sens dans lequel $ 
croit; c'est prcisment le sens dans lequel Tare de courbe est 

d^crit quand t varie de o a -^-; le rayon de courbure est compte a 
partir de la courbe dans le sens a -4- - 

Si p< 2 a il y a une inflexion et si 9 differe peu de 2 a le 
point d'inflexion est dans le voisinage du sommet qui correspond 



On a alors les deux formes de la courbe, represents par les 
fig* 24 et 20, dont la premiere correspond a p > 2 a et ]a deuxi&me 
a f><2a. On a represent^ par un trait plus fort Tare d^crlt 

quand t varie de o a 5 on a marqu6 par une grande fl&che le sens 

de la pression normale, et Ton a trace aux points a et b des filches 
dont le sens indique la direction de la reaction exerc^e par la 
verge* Ce sens esl oppos6 a celui de la force exterieure qu'il lau- 
drait appliquer pour maintenir Tequilibre (HALPHEJV, p. 220). 

Fig. 24, Fig. 25. 





Sens de la pression normale. En mettant le probldme en 
Equation nous avons sappos^ la pression compile dans le sens 

est ^ OB ^ ^ B c ^^ ^ e * a convexit6 dans le voisinage du 
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rayon maximum et, s'il y a inflexion, du c6le de la concavite dans 
le voisinage du rayon minimum. 

[V. - SURFACES HOMOFOCALES. COORDONNEES ELLIPTIQUES. 

188. Surfaces liomofocales , un ellipsoide et passant par un 
point donne*, fitant donnas trois axes rectangulaires 0#, Oj, 
0^ ? on appelle surfaces homofocales & un ellipsoide 

a?2 y2 5 2 

_. _ [ / i ^_ . f __ f\ 

A *^ I ^"^ """"ft ^"~ * *J 

a* b* c 2 
les surfaces reprdsenl^es par liquation 



dans laquelle 5 d^signe un parametre variable. 

Si 1'on considere celles de ces surfaces qui passent par un point 
donne P(# j Jo? -o) on a ? P our determiner les valeurs correspon- 
dantes dn parametre s, 1'equation 



Les racines de cette equation se se"parent aise"ment en substi- 
tuant dans le premier membre des nombres voisins de a-, i 2 , c- 
et des nombres tres grands en valeur absolue. Les signes des re- 
sultats de la substitution et les places des racines sont indiques 
par le Tableau suivant, dans lequel e de"signe nn nombre positif et 
tres petit : 



00 <2 a Cfi -H 5 

Sigaes H- 

Ranines ... X p v 

II y a done trois surfaces homofocales a F ellipsoide et passant 
par le point P. La racine X donne un ellipsoide reel, la racine [x 
un hyperboloide a une nappe, la racine v un hyperboloide a deux 
nappes. 
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Les trois surfaces homofocales & Tellipsoide qui passentpar un 
point donne se coupent orthogonalement en ce point. 

Soit P(#, y. z} le point donn, les normales aux deux sur- 
faces \ et [A qui passent par ce point ont des cosinus directeurs 
proportionnels a 



x 



a 2 p. 6 2 p. c 2 (JL 
La condition pour qae ces normales soientperpendiculaires est 



a? 2 



Or, en retranchant membre a membre les deux egalit^s 
a? 2 ys 3* 



et en supprimant le facteur \ [x, on trouve la condition qu'il 
s^agissait de verifier. Done les deux surfaces \ et pi se coupent 
orthogonalement au point P. On peut rpeter le rn^me raisonne- 
ment pour les surfaces \ et v, ou p. et v. 
La proposition est done demontree. 

189. Goordonnees elliptiques. On peut determiner un point P 
de Tespace en se donnant les valeurs \ (x, v des param&tres des 
trois surfaces qui sont homofocales a Pellipsoi'de donne et qui 
passent par ce point; X, JJL, v se nomment les coordonnees ellip- 
tiques du point P. Nous avons deja vu comment s'obtient liqua- 
tion qui donne \ ^ v quand x, y, z sont doanSs. Calculons 
maiatenant a, y, z en supposant \ ^ v donnas. 

Dans Tidentil^ 



chassons les d&iorainaleurs et faisons tendre 3 successiyemenl 
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vers a 2 , 6 2 , c* : nous trouverons 



a* 



6*) 

190. Longueur d'un arc infiniment petit. Prenons les derivees 
logarithm] ques des deux membres des formules ci-dessus 

dx d\ dp dv 

< , ~ _ _j _ _ i__ _ i 



x A a 2 (JL a 2 v a 2 
rfjr = ^ | dp ^ dv _ T 

^ _ aTA d^ Jv 

-S "~ X C 2 [JI- C 2 V C* ' 

et portons les valeurs de dx, dy, dz ainsi obtenues dans la forrnule 

nous obtiendrons Texpression de ds- en coordonn6es elliptiques 

ds z = L 2 <a?X 2 -+- M 2 d\j2 -+- N 2 ^?v 2 , 
L 2 , par exemple, etant definie par l^galite 



(a 2 X) 2 (6 2 X) 8 (c 4 X) 2 

La valeur de 4L 2 s'obtient en prenant les drives par rapport 
a $ des deux membres de Tidentit^ 



<^2 s b* $ c* s (a 2 $)( 

et en faisant ensuite s = )^; on trouve ainsi 



On a done la formule 
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191. Los coordonnSes X, jx, v remplacSes par des arguments ellip- 
tiques* Les coordonndes cartesiennes s'expriment par desfonctions 
uniformes de ces arguments, Les valeurs de x, y, z en f one- 
lion deX, pi, v contiennent desquantites irralionnelles par rapport 
a X, [A, v; ce sont les valeurs que prennent les radicaux 



quand onyremplace s par \ u, ou v. Mais nous savonsque, si Ton 
consid^re une fonction pu et les quantites e^ e 2 , e$ correspon- 
dantes, chacun des radicaux 



peut tre remplac^ par une fonction uniforme. Nous sommes ainsi 
conduits a faire le changement de variable 

5 = Apu -f- B, 
ce qui donne 

a* $ = A(pu i), 



en posant 



en ajoutant membre a membre ces derni^res ^galil^s on trouve 
Tegalit6 suivante qui determine B 



B 6tant connu, e^ e^ e$ sont determines, a un facteur pres de 
proportionnalite' et les valeurs des invariants g% et g s en resultent. 
A reste ind6 termini; nous supposerons A positif et nous le rem- 
placerons par p 2 pour que Tccriture soit simplifiee quand nous 
extrairons les racines. 

En definitive, les invariants de la fonction pu resultant des ga- 
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si Ton pose 

rt-2-4_52_u c 2 

p*pu = - - -- s, 

on a 

a 2 s = pJ(pu <?i), 

6* * = p*(pu e t ), 

C 2 5 p*(pu 63). 

Remarquons de suite que e\, e 2 ? 3 &ant reels nons sommes 
dans le cas du discriminant positif. 

Soient w, <;, w des arguments tels que pu, pv, pw soient les 
valenrs de pu quand s 6gale \ JJL, v; comme les signes de 

pu e l? pu e t , pu e 3 
se de"duisentimmedialement des signes de 

a- s, b* s, c- s, 
on trouve ais^ment que les nombres 

pu, ei, po, e 2 , pw, e 3 

sont ranges par ordre de grandeur decroissante. D'apres eela u 
et w co' sont reels, 9 <o est purement imaginaire. 

Ce sont ces arguments u, r, w que nous voulons considdrer a 
la place de X, ^x, v. 

Transformons les form tiles qui donnent ^c 2 , y-, z- en inlro- 
duisant ces arguments elliptiques : elles deviennent 



On peut maintenant extraire les racines en se servant des for- 
mules du n 48 : on trouve 



Am Vl 'l lx '^l*' w l ^ A ~~ O ""1^ 

pa? = A 2 * J l , A = e 2 c 

r tfutfvtfw 



to" = (o -4- co', YI*= 

- 



tf, Ka -3^.. 
r ^^ r? 11 rt tif* m 
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Quand OQ change le signe de Tun des arguments u, v, w les 
trois coordonnees #, y, z changent de signe, le point. P est rem- 
place par son sym&rique par rapport a Forigine. 

Les forniules (voir n 48) 



' X ] 

/ = 1 , 2, 3, 



u)^) "~ tfu 

ou Ton suppose 



montrent que, quand on ajoute une p6riode&l'un des arguments, 
on remplace le point P par son sym^trique par rapport a Tun 
des axes. 

V. APPLICATION A LA THEORIE DE LA CHALETJR. 

192. Les surfaces homofocales & un ellipsolde sont des surfaces 
isothermes. Chacttn des arguments u, P, w est un param^tre ther- 
mom6trique. Si Ton considre les points d'un espace en equi- 
libre de temperature, pour chaque point la temperature T est une 
fonction des coordonnees de ce point et Ton d&nonlre que cette 
fonction verifie 1'equation dififerentielle 



On dit que les surfaces d'une famille sont des surfaces iso- 
tlxermes si la temperature est la rneme en tous les points de Tune 
de ces surfaces et ne depend, par consequent, que du param^tre 
qui determine cetle surface. 

II est facile de trouver la condition pour qu'une famille de 
surfaces representees par 1'equation 



dans laquelle X ds%ne un parametre variable, soit composee de 
surfaces isothermes. En efiet, si cela a lieu, la temperature T ne 
depend des eoordoimSes #, 7, * qae par Pintermediaire de X. 
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Calculons d'apr&s cette remarque les derives de T pour les porter 
dans liquation AT = o 



dx 



Comme AT o, on doit avoir 

d- X d 2 X 6 

^y>2 /W2 7l 

(I) 



Ainsi la combinaison des d&rivees de X qui est dans le premier 
membre doit ^tre une fonction de X que nous appellerons A(^). 

Si celte condition est salisfaite, pour calculer T il suffira d'in- 
tegrer 1'equation 



Appliquons ce qui precede aux surfaces 

/jy2 

(3) ^i 

Nous poserons 



- S 



/. 1 1 J7 1. J 

Calculons d'abord ^ 

En diff^rentiant par rapport a x la relatioa (3) qui d^finit X 
en fonction de x, y, z, on trouve 
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on bien 



et de meme 



On tire de la 



Pour avoir -pj diflKrentions par rapport a # la relation (4) qn 

d^finit -T-: nous trouverons 
ox 



ij en remplagant j- par sa valeur, 



et de mme 



Si nous ajoutons membre a membre ces trois identites, le: 
termes du milieu disparaissent et il vient 



<> 

et comme nous avons dejii 



on a en definitive 
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le second membre est une fonction de X; les surfaces 

X = const. 

sont des surfaces isothermes. 

On peut alors determiner une fonction de \ 



de lelle fagon que A, u = o. Pour avoir cette fonction w, que Lame 
appelle le parametre thermometrique, nous avons integrer 
Fequation 



du 



En integrant une premiere fois et en passant des logarithmes 
aux nombres, on trouve 



(8) 



en designant le facteur constant du second membre par - pour 

simplifier IMcriture dans ce qui suit. Remplagons/(X) par le pro- 
duit de facteurs lineaires correspondanls et int6grons entre oo 
et A, nous avons 

p r x ^ 

*L 



A est done une fonction elliptique de u. Faisons comme au 
n 191 le changement de variable et de notations 

a 2 X== 2 u ei), 



la relation devient 

rfp r y 

r = I 

i)(p eO(P ) J 



On voit qu'elle est satisfaite en posant 

o= u: 



3o8 CHA.PITRE IX. 

X est done donn en fonction de u par P 



On fera correspondre de la m6me mani&re un des arguments 9 
et w aux coordonnees p. et v. 

Les surfaces repr^sent^es par les Equations 

U = UQ, 9 = (?o, W = >o> 

dans lesquelles z a , P O ? ^o d^signent des constantes, se coupenl 
orthogonalement, puisque sapposer, par exemple, que u a une va- 
leur d^termin^e revient a fixer une valenr de X. 
On doit done avoir 

du 69 du dv du dv 

-, -T -- h^^ -- ^3~ T" 

ox dx dy dy dz dz 
et deux relations analogues. 

Expression duds- en fonction des arguments u* c, tv. 
Dans la formula trouv^e an n 190 



introduisons les Elements elliptiques : elle devient 



193. Equation de la chaleur quand les variables sont les argu- 
ments u, 9, w. Lorsque dans Fequation 



AT - d 

"*" 



on foit le cbangemenl de variables 
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si les fonctions cp, fy, % sont telles que les surfaces obtenues en 
dormant a u, v, w des valeurs constantes sont orthogonales et si 
Ton a 

Acp = o, A^ = o, AX = o, 

liquation transform^ est 

i d^T i d*T i 
L* dw* + m d* + N* 

L, M, N tant d^finis par cette condition que la formule d6fi- 
nissant ds* est 

ds* = L2 du* -f- M 2 rfp> -f- N 2 ^2. 



AdmettonSj pour un instant, ce rdsultat et appliquons-le au cas ou 
les nouvelles coordonn^es sont les arguments elliptiques , p, w. 
Nous trouverons pour liquation transform^ 



i 



(pu pv)(pu 
i 



_ _ _ _ 

(pv pu)(pv pw) dv z (pw pu)(pw pv) 

on bien 



Verifions le r^sultat que nous venons d'admettre : on a 



puis 



_ _ 

Ox ~~ du doc dv dx dw dx ' 



V ^T ^ dp dT d*u 

^a?/ "' dudv dx dsc '" du dx* ' 



d^T da dp dT fru 

dz dz ~* r "~ L ~ du dz*' 



En ajoutant membre a membre ces trois galii6s, en se rappelant 
que les surfaces 

u = const., P = const., w = const. 
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sont orthogonales et que Ton a 

AM = o, Ac? = o, Aw = o, 
on obtient 



11 resle verifier que 

/dw\ 2 

(s) 

el les deux expressions analogues se deduisent, comme on 1'a 
annonce, des coefficients du ds* exprimes en fonction de w, ^, w. 
Or 



ou en remplagant les deux facteurs du second membre par les 
expressions (5) et (8) trouvees au n 192 



idu\* (du\* ^V-^! 

(dx) ~*~\dy) + (dx) " *'(X) (X 

Mais, comme 



on a 
Done 



le facteur p 2 se retrouve dans les coefficients de -r et r On a 
1 dp 2 dw* 

done bien la forme annonc^e. 

Ainsi, quand on prend pour nouvelles coordonnees d'un point 
les arguments elliptiques w, v, w, Tequation 
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devient 



194. Solutions dependant d'une Equation de Lam6. Essayons 
de satisfaire a liquation prcdente en posant 

T = F()F(P)F(0, 
F designant une fonction pour le moment inconnue ; il vient 



Or si nous supposons que F(u) est une integrate de liquation dif- 
ftirentielle 



ou A et B sont des constantes, nous avons 






et 1'^quation (9) se rduit & 1'identit^ 
o = 



M pp)(ApH-B)]; 
par suite 

AT = o. 

Ainsi on peut construire une fonclion T verifiant liquation 
AT = o, chaque fois que Ton connait une integrate de liquation 



ou A et B sont deux constantes arbitrages. Lam6 a d^montrS qu'en 
donnant k A une valeur de la forme n(n + 1), n entier, on peut 
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intgrer liquation au moyen des fonctions elliptiques pour des 
determinations convenables de B. II obtient ainsi, pour chaque 
valeur de Pen tier n, des solutions particulieres de Inequation 
AT= o, a Paide desquelles il forme la solution g^n^rale de cette 
equation pour le probleme que nous venons de traiter. 

Liquation obtenue en faisant A = n(n -h i) s'appelle Equation 
de Lam6. Nous reviendrons sur cette equation dans le ChapitreXL 



EXERCICE. 

Quadrilatere articule. Soit un quadrilatere plan articule dont les 
cotes ont pour longueurs a, 6, c, d ; appelons a, }, y les angles des c6tes 
a. 6, c, parcourus dans un meme sens de circulation, avec le cote d. En 
projetant le contour du quadrilaiere sur le cote d et sur une perpendicu- 
laire a ce c6te, on a deux relations que Ton peut e"crire 

!ax -4- by + GJS -h d = o, 
a?" 4 "^^^"*"'"" ' 
ou Ton pose 

En regardant a?, j^, s comme des coordonne"es courantes, on voit que la 
premiere des Equations (i) represente un plan et la deuxieme une surface 
du troisime ordre; leur ensemble represente done une cubique plane. Les 
coordonnees d'un point de cette cubique pourront s'exprimer par des fonc- 
tions elliptiques d'un parametre w; 



En faisant varier u, on pourra etudier la deformation du quadrilatere. 

Si le plan et la surface (i) sont tangents, la cubique devient unicursale 
et les fonctions /", cp, 6 peuvent 6tre remplacees par des fonctions ration- 
nelles. (DARBOUX? Bulletin des Sciences mathemaliques.) 
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TRANSFORMATION DE LANDEN. 



195. Division par deux de la pgriode 2to. Consid6rons les 
fonctions de Jacob! 



construites avecles deux periodes 20), 2 to', et en mme temps les 
fonctions 



^, w'J, 61 U 



construites avec les deux periodes to et aw'. On a entre ces fonc- 
tions les relations suivantes, dans lesquelles A designe un facteur 
constant, 



(0 



La premiere de ces relations se d^montre en remarquant que les 
fonclions 

E(U ^, 



et 



ont relativement aux periodes co et 2 a/ les maltiplicateurs d^finis 
par les egalit^s 



3l4 
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et adinettent les m6mes zeros dans un parallelogramme des pe- 

riodes : le rapport de ces deux fonctions est done une constante. 

Les trois autres relations se d^duisent de celle qui donne 

Hf u -y coM en y changeant successivement u en 



0) 

u-\ 3 

2 



a) 



2 



196. Relation entre les modules et entre les multiplicateurs. 
Soient& et g le module et le multiplicateur correspondant aux 
p^riodes 20), 20)'; etsoient # (i) , g ( ^ le module et le multiplica- 
teur correspondant aux p&riodes to, 2co A . 

On a, d'apres la definition du module et en tenant compie des 
relations (i), 



.(15- " 



Mais si, dans les formules du n 75, relatives a Paddition de la demi- 
p^riode co, on fait u = - , on trouve 



on d^duit de la successivement 



CU 

- 



D'apr^s cela 



Gette relation pent encore s'ecrire 
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D'aprs la definition mme du multiplicateur (n 92), on a 



, = 
8 



, 
e(o) 



La valeur de g ( ^ peut s'^crire successivement 

I ^(0)^(0) 



et, en remplagant # f1) par sa valeur tir^e de (2), on trouve entre 
les multiplicateurs g et g ( ^ la relation suivante 

A. parlir de maintenant nous supposerons les quantit^s to 

t 

et -^ reelles. 

197. Relation entre les integrates K et K (J) 

*7C TC 

J <Ji k- siu 2 cp J /I kfa sin 2 cp (1) 

Nous avons d^jaremarqu^ que de liquation differentielle ve- 
riftee par z = sn ( u ; k, g] 



on deduit 



r 1 dz 

= I , 

/ V/(i-^) (l -^^) 



ou bien 

On obtiendrait de m&ne 
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et cndivisant membre a membre ces deux.egal.it6s on trbuve 

JL ^ .__!_, 

KID u) I-*-*'' 

puis, en se reportant a la relation (a 7 ) enlre les modules ? 



198. Calcul de K quand k est donn& Concevons qu'on ap- 
plique plusieurs fois la transformation pr^cedenle, on trouvera 
successivement 



puis, en nmltiplianl membre a membre toutes ces galit<s, 
K = K Cft) 



comine on a 




on a aussi ? quel que soil n, 



^ est toujours positif; le produit qui est dans le premier membre 
va done constarnment en croissant quand n croit, et comme il est 
constamment infeieur K, il tend vers une limite quand n aug- 
mente ind^finiment. II en resulte que k ia) tend vers zero et par 
suite que K fW ) a pour limite ^- On a done 



Cette formule est utiie lorsque Ton veut calculer la valeur num<- 
rfqae de K T en sapposant k donn6. On la met sous une forme plus 
commode poar les calculs numdriques en posant 



sin 9, 
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ce qui donne, en se reportant a la formule (2), 



>=: lang- et 



puis 





cos a - 

2 



* ( i,= tang 2 - = sin9 (1) , k m = tang^ = sin0 2 , 

-6 2 

on en d&Juit 



cos 2 - 6 

2 

et par suite 



COS 2 -0 (1 



- v = COS 2 - COS 2 - 6 (n COS 5 - 0(2) . . . . 
2& 2 2 l 2 



( Voir DUUEGE, Theorie der elliptischen Functionen, p. 177.) 
Prenons comme exemple k-= ^ 9 = 45. 
Dans ce Tableau de calcul, on a s^pare par plusieurs points le 
nombre de son logarithme de sorte que Ton a mis 

N au lieu de LogN =. 

De plus les logarithmes a caracteristique negative sont augmenles 
de 10. 



= 


45 o'o',oo 


8(i)=0 r '52'45",4i 


(21 = o25'4o ff ,74 


i. 


223oV,00 


ie (1) =4'36',/ l7 o 


-0 ( j)=o ia'5o",37 


i 


Q 6l7 2243 


iang-6 ( i, 8,036 65o4-5 


i 
tang-0( 2) 7,5722761.7 


2 




2 


2 


cos 1 


ft Qo5 o r 'i^ 


cos -8m. . 9>99^ 384o.i 


COS-0W 0,QOQ Q070.0 


2 








tang 2 ; 8 


*. . . . Q>2j4 44^^ 


i 

2 (I) . . 7,873 8009.0 


ta < 6w ... 5,,55a34 


sinfl (1 , 




sin e (2) 


sin8 (3) 



.jisO^'S*, COS6 (3 ) 0,000 0000 7 
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On a done 

cos 2 -0 .............. 9,g3i 2806,0 



cos 2 ie (1) ............. 9,996 7680.2 



9,999 9940.0 



9^7 9926.2 



K .................... 0,268 1272. 

K = i,854 0747. 

199. Calcul de la valour de rint6grale 



quand k et <p sent donn6s. Soil js = sn( u ; A", ^), on a 
#tt = 



(I -**)(! - 

ou en posant 



de sorte que, ?^ et cp ^tant lies par la relation prcddenle ? on a 

sn(w; k, 
on s 1 assure ais&nent que 

cn(w; /:, ^) 
et 



Consid^rons en mime temps z { sn(a; Ar ( i), ^"(i)) en posant 

/**'> <fo (1 ^ 

= / y T - 

J /i ifosi 
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on aura 

sn ( w ; *ci) 5 (!))= sin cp (1) . 

Si mamtenant k et g correspondent aux pSriodes 2 co, 2 a/ el si 
*M) et #c<) correspondent de mgme aux pe"riodes <o, 20)', on aura, 
comme nous I'avons vu, 

ff 



Alors en prenant le rapport des integrates dont les limites snp- 
rieures sont cp et cp (l) , on trouve 



: kf^ sin 2 <p(!j 

et I'intSgrale dont la limite supSrieure est <p se trouvera ramenee a 
1'integrale dont la limite sup^rieure est y , quand nous auronsob- 
tenu une relation finie entre cp et <p (1) . 

Cette relation, que Ton peut obtenir par des considerations geo- 
metriqueSj nous sera utile sous la forme 

tan (?a) <?)=# tango 
ou bien 



i-f-tangytangp (1) 
ou encore 

(n- A-' 



Pour verifier cette derni^re ^galit^ il suffit de remarquer que 



cnw 



et de se reporter aus. formules (i) du n 195 donnantH/'w 



et 



-^ o); on trouve ainsi 



Transformons le d^nominateur du second membre 
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ridentit, facile a verifier, 



nous pourrons ^crire 



anffm H(B)H ) (a)Hf(o) 

m an g?di= 7777 - 7 r - > 



ou en divisant les deux termes du second membre par H 2 (~\ H J () 



f(u) 



C d^signant UQ facteur constant; ce facteur se determine en divi- 
sant les deux membres par u et faisant ensuite tendre u vers z^ro, 
ce qui donne 



8 
En tenant compte enfin de la formule 



, to 
en 2 

2 



on a bien 



ou encore 

ton g(?(n ?)= *' tango, 

comme nous voulions le verifier. 

Cela pos6 r concevons qu'on applique plusieurs fois de suite la 
m&ne transformatioA en posant pour abnjger, d 7 apres Legendre, 
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nous aurons successivement 



et en multipliant merabre a membre ces 

T?/^ i. ^ 
F (?<>. *<*)) 



Supposons maintenant que /i augmente ind^fiaiment, nous 
avons vu que k n tend vers z^ro et Ton en conclut 



limF(cp l/0 , A: (II) ) = Iimp w . 
Comme d'autre part on a trouv^ 

^(n-^ijXi-t- *d,)-.. = K, 
on voit que, en definitive 



Pour calculer successivement les angles cp ( i), <p( 2) , ..., <p (/2) , . .., 
nous aurons les formules 

it 

tang(cp(i) <p) rrr/r'tango), ^(i} =1 



_ _ 



_ 

tang(cp (2) cp ( iO =^ntangcp cl) , ^ (2) = ( 

I -h K ( 



i), > } = 

IH- /C(_D 

Quand n est tres grand & (7l) est tr^s petit, comme nous Favons 
vu ; alors k[ n _ {} est tr^s voisin de l'unit et Von a sensiblement 



ou bien 

w 
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Done a partir d'une valeur suffisamment grande de ft, reste 

sensiblement constante et Ton aper^oit ainsi que -^~ tend vers 
une limite quand n augmenle ind^finiment. 

Exemple numerique. (Nous Pemprunlons a la Theorie des 
fonctions elliptiques deDurge, p. 178.) 
Soient 

A*=I, cp = 3o 

les valeurs donn^es de 2 et de p. 
II rdsulte d'un calcul pr^c^dent que Ton a 



0,074 0073.8, 



t... 9,993 5n8, 
;.*. 9,999 9878.9, 
; ... 1 3 ooo oooo.o, 



Voici maintenant le calcul des angles cp 1; (p 2? 



tango ........ 9,761 4394 



o).. 9,6109244 



tang^i o,no 4374'9 


?s -aofo'o'', l4 


k\ q,po3 5n8 


If' A nnrt nRnS (\ 


tang(o 2 oj), o,io3 9492.0 

?2 - ?J = 5i47'32 ;/ ,58 
?s = 104 o f o*,i4 


A 2 y, yyy y7 9 
tang(cp 3 cp s ). o,6o3 2i55.4 

^ 3 ?p 2 = io4o' 1^,40 



On prendra ici comme valeur approch^e de Um 2^1 le rapport 



Pour exprimer cet angle en parties de rayons on divise le 
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nombre de secondespar 206 264,8 

Log g3 600^,19 = 4,971 2767.9 
LogaoG a64 ff ,8 = 5,3i4 



9,656 85i5.7 

aK 

Log =0,072 0073.8 



7C 



LogF(<p,|) =9,728 8589.0 
F(<p, A") = o,535 6221 pour cp = 3o et 2-.*. 

2* 

Remarque. Lorsque le module est devenu ires petit le 
calcul des modules suivants peut se simplifier. (Voir BERTRAND, 
Calcul integral, p. 661.) 
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Division de la periods aw par un nombre impair n. En posant avec 
Jacobi 2r(a?) = 9 1^^\ verifier 1'identite 



ou 1'on suppose que, 2r(a?) correspondant aux periodes 2to et 2to r , S"(#, ^ n ) 

i> j\ 
correspond aux periodes ? 200', et ou G designe un facteur constant. 

On peut remarquer que le premier membre d'une part et %(xx> g n ) 
d'autre part sont deux, fonctions qui admettent les me'mes multiplicateurs 
pour les periodes 20), 2co r et qui ont les me'mes zros dans un parallelo- 
gramme des periodes. 

On a une verification int^ressante de I'identit6 prece"dente en consid^rant 
le produit infini qui donne 3r(/iZ7, ^^), savoir 

G3r(na7, q n ) = (i iq 

X (l 

et d^composant chaque facteur de ce produit d'apres Tidentit^ suivante 
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(theoreme de Cotes) 

I 22COS27&tf-l-2 27Z = ] II I 2COS2(a?H -- J H- q * 

r 

pour 

r = o, i, 2 3 ..., /I i, 

ou, ce qui revient au mme puisque n est impair, 
= o, i, 2, ..., n i. 

D'apres cette verification Pidentite requite de ce que, dans un produit 
infini absolument convergent, on peut remplacer plusieurs facteurs par 
leur produit effectue et reciproquement. 

Verifier la formule 



oti 3Ti(a?) designe la fonction H ( - 1, C' une constante et n un nombre 
impair; de plus Sr^a?) correspondant aux. periodes 20) et aw', Sr^na?, q n } 
correspond aux pe>iodes > 20)'. 
Bes formules des deux exercices pr6c6dents deduire la suivante 

/2/iK^ar \ aK aK / 27i\ 2 K f 27u 

sn ( - , w ) = Gsn a;sn ( x-i -- .*-sn #-4-(/i i) 
\ic / TC iu \ /i/ ^l n 

ou Fon suppose que &' ra; et K (/z) correspondent aux p6riodes 9 a 
comme k et K. correspondent a atu et 20)' et ou G a la valeur constante 
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FONCTIONS A MULTIPLICATEURS CONSTANTS OU FONGTI01SS 
DOUBLEMENT PfiRIODIQUES DE SECONDE ESPfiCE. 



200. Definitions. Dans plusieurs questions de Mecanique et 
le Physique math&natique, on est conduit a ^tudier des fonctions 
miformes de #, n'admettant a distance finie d'autres singularites 
iue des p61es et sereproduisant multipliees par des constantes u 
>u [A 7 quand onajoute a u 1'une ou Tautre des periodes 20 etaco'. 
June quelconque de ces fonctions F(w) verifie done deux rela- 
ions de la forme 



M. Hermite, qui a fait I'^tude des fonctions de cette nature 
' Sur quelques applications des fonctions elliptiques, Gauthier- 
V^illars, i885), leur a donn lenom de fonctions doublement p6- 
^iodiques de deuxieme esp&ce; ces fonctions se reduisent aux 
'onctions doublement p^riodiques ordinaires ou fonctions ellip- 
.iques, quand les deux multiplicateurs constants pi et p. 7 se re- 
Juisent a Tunite. Quand les multiplicateurs p et a 7 seront donnas, 
aous appellerons les fonctions telles que F(a), fonctions aux 
multiplicateurs constants ^ et p/; les fonctions elliptiques sont 
ilors des fonctions aux multiplicateurs i et i. 

Les relations 



sntrainent evidemment la suivante ou m et n sont des entiers po- 
sitifs, n^gatifs ou nuls : 



II en rsulte que, si la fonction F(w) admet un p61e u=a, elle 
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admet comme p&les, au mme degre de multiplicite, tons les 
points homologous 



a-\- i m to +- ana/. 



Si le r6sidu relatif an p6le a est A, le r<5sidu relatif an p61e a WjW 
est \f. m y! n A. De m6me, si la fonction F(w) admet un zro ?4 = 6, 
elle admet comme zros, avec le m^me ordre de multiplicity 



ee amet comme zros, 
tous les points homologues 



Exemple. Voici quelques exemples de ces nouvelles fonc- 
tions* Soient A, a et X des constantes, la fonction 



est une fonction aux multiplicateurs 



JTCOt * 

'""* 1 



En effet, les relations fondamen tales 

= H(a), 



donnent les suivantes : 



La theorie dn pendule sph^rique nous fournit un autre exemple 
de ce genre de fonctions. Nous avons trouve, en effet, pour sc + iy 
une expression de la forme suivante (p. g5) 



A ? , i, X dfeignant des consjtantes. Or^ d'aprfes les relations fon- 
'damentales 



c^( u -f- 2to r )! = ^ e*ti 
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cette fonction tp verifie les relations 

p ( U -H 2 CO ) = 

cp (a H- 2 (*/) = 
c'est done une fonction aux multiplicateurs constants 

U =r 



Dans la theorie que nous allons developper, nous supposerons 
les multiplicateurs [/, et [jt.' donnes et nous formerons les expres- 
sions analytiques des fonctions qui admettent ces multiplicateurs. 
M.Hermiteaindiqu, pour ces fonctions, deux formes principales 
correspondant aux deux formes fondamentales des fonctions 
elliptiques. 

L'une de ces formes donne la fonction comme le quotient de 
deux produits de fonctions H ou d : elle met en Evidence les zeros 
et les p61es de la fonction. L'autre forme est analogue a la for- 
mule de decomposition en Elements simples ; elle met en Evidence 
les p6les et les parties principales correspondantes. 

Les seuls elements analytiques necessaires pour cette th6orie 
sont les fonctions H on. a*. 



L DECOMPOSITION EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 

Expression gnrale des fonctions multiplicateurs con- 
stants. Soit F(z/) une fonction aux multiplicateurs constants 
donnas [X et p/. Par hypoth&se cette fonction n'a d'autres points 
singuliers que des pdles a distance finie et v^rifie les deux 
Equations 

(0 

Pour obtenir une premiere expression de la fonction F(w), re- 
marquons que la fonction particuli^re 
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consid6ree dans le nume*ro prudent, v&rifie les relations 



ou 

(4) ' ji = ^ ^'=/ 

On peut toujours disposer des constantes X eta defagon a faire 
prendre k ces multiplicateurs des valeurs donnees k Fayance. En 
effet, |x et ;/ ^tant donnes, on a 



(5) 



Logp. ayant la mme determination dans les deux equations. 

Avec ce choix des constantes X et a, on a, par la formule (2^ 
une fonction particulire/(&) aux multiplicateurs donnas a et u'. 
Mais alors, si Ton revient ^L la fonction g^n^rale F(w) aux m^mes 
multiplicateurs, le quotient 

(6) 



est une fonction elliptique aux p^riodes 2 to et 20'. En effet, 
quand u augmcntc de L'une de ces periodes, F et/sereproduisent 
multiplies par le m^me facteur et 9(u) ne change pas. 

On obtien t ainsi une premiere expression generate des fonctions 
aux multiplicateurs constants p. et fx x , en prenant 



les constantes X et a etant d^termin^es par les relations (5) et * () 
dSsignant aae fonction elliptique aux periodes 2 to el 2 to'. 



D6anpoation en factenrs. La formule de decompo- 
sition en facteors se derail imm^diatement de ce r6sultat. En eflfet, 
la fonction elliptiqne *(a) peut.se mettre sous la forme suivaute 
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(n<> 40) 

Ay H( 

v ' 



avec la condition 

(7) ^-f-^H-. ..-4- r = 



La fonction aux multiplicateurs constants JJL et [x 7 peut done 
s'^crire 



(8) 

v ' 



(tt at)... HIM a/.) 



Telle est la formule de decomposition en fac tears. Elle conduit 
aux consequences suivantes : 

i Une fonction & multiplicateurs constants poss&de, dans 
un par all&lo gramme des periodes, autant de zeros que d'in- 
finis. Cela resulte de ce que, dans la formule (8) ci-dessus, il 
entre autant de fonctions H au numeraleur qu'au denominateur. 

2 Si Von considere } d'unepart, le$ zeros, d'autre part les 
infinis que poss&de une fonction aux multiplicateurs p et vJ 
dans un par all&lo gramme des periodes, la difference entre la 
somme de ces zeros et la somme de ces infinis est egale a 



a des multiples des periodes pres. 

En effet, la fonction F(M) definie par la formule (8) a, dans un 
parallelogramme des p&riodes, des infinis homologues des poiflls 

o, ai, a 2 , ..., a,., 
et des zeros homologues des points 

a, bit b. Zt ..., b r . 

La diflf^rence entre la somme des z^ros et celle des infinis est 
done 

(9) 
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si Ton tient compte de la relation 

bi +- 2 +- . . . + b r = a\ + a* + 
et de la valeur(5)de a, on voitque la difference consid&ree (9) est 

J-(cx) LogjJi' eo'Log[JL)4- 2m o) H- 0,7100', 

ITC 

ce qui d&nontre le theor&ne. 

Changer les determinations choisies pour Log[x' et Logfx re- 
vient a modifier les entiers m et n. On pourrait, par exemple, 
choisir les determinations des deux logarithmes de fagon a 
annuler m tin. 

Remarque. II est Evident que la fonction F(w) donn^e par 
la formule (8) n'admet pas n^cessairement, d'une manure effective, 
le p61e u = o : car un des z^ros b { , 6 2 ? - > b r pent 6tre 6gal a o 
ou homologue de o. De m^me, cette fonction n'admet pas n^ces- 
sairement le z^ro a. 

Les deux th6ormes que nous venons d'&aoncer admettent la 
r^ciproque suivante : 

3 Si Von consid&re une expression de la forme 



> H(a a)H(a ai). 

dans laquelle les constantes \ a, a t 5 . . . , a n b, b^ , . . . , b r ve- 
r ifient les deux relations 



(10) 

b -+- &i -+-... -f-r (tf-hai-K..-ha^=: . 

&TC 



... -f- b r (a-f- !+... + a r )= ^- (w Logfx'- o>' Log(Jt), 



expression F(M) ddfihit une fonction aux multiplica- 
teurs [/. er [JL ; . G'est ce qu'on v^rifie imm^diaternent en partant des 
relations fondamen tales 



Quaad les nidtiplicateurs p et p.' sont ^gaux i, la fonction 
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F(M) devient une fonction elliptique, et la deuxime des rela- 
tions (10) exprime alors le thorme de Liouville (n 39). 

203. Nombre Trrininmm de pdles d'une fonction multiplica- 
teurs constants. Nous avons vu qu'une fonction elliptique a, an 
moins, deux p6les simples on un p6le double dans un parallelo- 
gramme des p&riodes. II en est autrement pour les fonctions a 
multiplicateurs constants. 

Quand les multiplicateurs [Ji et yJ sont quelconques et ne 
verifient pas la relation 

(i i) ^ (co Logp' to' Log(Ji) = o, 

pour des determinations convenables des logarithmes, toute 
fonction aux multiplicateurs JJE. et p! admet au moins un pdle 
s : mple dans un par all&lo gramme des periodes. 

En effet, si la fonction F(w) donn^e par la formule generate (8) 
n'avait pas de p6les, elle n'aurait pas de z6ros, ei cette fonction 
se r^duirait a, la fonction 



dont les multiplicateurs 



vcrifient la relation (i i) que nous avons 

II y a doac au moins un p6le. D^illeurs, il existe des fonctions 
avec un seul pdle dans un parallelogramme des periodes, Telle est^ 
par exemple, la fonction d&ja considdr^e 



ou X et a sont d6lermin6s par les Equations (5). Cette fonction 
a, comme p61es, le point u= o et les points homologues. Telle 
est encore la fonction 
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ou 9 est une conslante quelconque; cette fonction admet 7 comme 
pdles, le point w= v et les points homologues. 

204. Fonctions d multiplicateurs spSciaux. Nous dirons que 
les multiplicateurs [x et \j! sont speciaux quand ils verifient une 
relation de la forme 

coLogfz' w'Logfj. = o, 

pour une determination convenable des logarithmes. Dans ce cas, 
il existe une fonclion par tout finie dans un parallelogramme dos 
p&'iodes et admettant les deux multiplicateurs : cette fonction est 



\ 4tant d6termin6 par les deux relations compatibles 



La fonction la plus g^n^rale F( u) aux multiplicateurs speciaux 
et [JL A est alors 



<6(w) d^signantune/onc^'on eiliptiqae. Une fonction elliptique, 
non reduite 3t une constante, a au moins deux pdles simples ou im 
p6le double dans un paralldlogramme; done, si la fonction F(u) 
ne se r^duit pas a une simple exponentielle A^ tt , elleadmet dans 
un parall^logramme au moins deux p<51es simples ou un pole 
double. Telles sont les fonctions 



n. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES. 

208. filament simple. Reprenons la fonction 

. H(u a) ^ 

- 



les constantes X et a etant d^termin^es par les Equations 



X = 

20) 

a = -^ (a> Log{j.' to' Log JA). 
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IWtonslecas des multiplicateurs sp^ciaux e^die" dansle dernier 
nume-ro. Alors a n'est pas homologue de z6ro et la fonction /() 
devient effectivement infinie au point u= o et aux points homo- 
logues. De-terminons la constante A de telle facon que le residt, 
de /() relatif au pdle u = o soil <gal a i. Pour cela, il suffit 
d'dcrire que le produit /() est ^al a i pour u= o. On a ainsi 

t AHCa)^ A _ H'(o) 

et la fonction /() devient 



Cette fonction f(u] constitue T^ment simple introduit par 
M. Hermite pour obtenir la deuxieme expression g^n^rale des 
fonctions aux multiplicateurs p. et (i/. Elle v^rifieles deux relations 



(i3) 



elle admet comme p6le simple le point u = o et les points homo- 
logues. An point u = o son r^sidu est i ; au point u ~2 m co 4- 2 n o/, 
m et n 6tant des enliers quelconques, son residu est [x 771 ^, comme 
il resulte de liquation 



consequence immediate des relations (i3). Si dans ces relations on 
change u en u v, v d6signant une quantite* quelconque inde*- 
pendante de u, ou a aussi 



- 

{ f(u 

La fonction 



- - 

H(a)H(a-P) 

regard6e comme fonction de &, a done les me*mes multiplicateurs [i 
et |V que/(w) : elle admet comme p6les simples le point r/z= v et 
les points homologues, le point tt = c? avec le residu 4- 1 . 



334 CHAP1TRE XI. 

II est interessant de voir quelles sont les propri^lds de cette 
mme fonction /(# P) considre comme fonction de 9. Si dans 
les relations (i4) on change it en u aco on obtient deux nou- 
velles relations que nous ^crirons comme il suit 



Ces relations montrent que/(w P) considere comme fonction 

de v est une fonction aux multiplicateurs inverses - el -V Cette 

. ** ** 

fonction de c> admet comme p61es simples le point 9= u et les 

points homologues, le point v = u avec le r6sidu i . On v&rifie, 
en effet, imm^diatement, que le produit (9 u)f(u p) tend 
vers i quand 9 tend vers w. 

206. Formule de decomposition. Gas des pdles simples. Soit 
une fonction F(w) aux multiplicateurs non sp^cianx p. et [x 7 . Sup- 
posons d'abord que cette fonction n'ait que des p6les simples ho- 
mologues respectivement de certains points 

u = , u = bj ..., u = /, 
et soient 

A, B, ..., L 

les residus de F(u) aux points a : b, ..,,/. 
Consid&rons la difference 



Nous allons montrer que cette difference est identiquementnulle. 
En effet, (w) esl une fonction^ aux multiplicateurs [x et JJL' ; car 
elle esE une somme de fonctions F(z), A/(w a), . . . ad- 
meUant s^paremenl ces multiplicateurs. En outre, cette fonction 
(^}est^i6 poor toates les valeurs de w, car, dans le voisinage 
de u =c= ^s r par, enrtDaf>10: 00 ^, par 

JL ' 
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de plus, d'aprSs les propriety de la fonction /( u - p), on a, dans 
le voisinage de u = a, 

f(u)= - -- h fonction reguliere; 

enfm les aulres termes f(u b)...f(u-t) sont des fonctions 
r^gulieres an point u = a. Dans la combinaison qui donne T(M) 
les termes en ^ disparaissent et W(u) est finie pour u = a. II 

en est de m&ne des autres points u 6, . . . , u l et des points 
homologues, 

Ainsi W(u) est une fonction aux raultiplicateurs non sp^ciaux 
[x et [//, riadmettant plus aucunpdle a distance finie. Mais une 
telle fonction ne pent pas exister (n 203) : done W(u) est iden- 
tiquement nulle. On a alors la formule 



(16) F(a) = A/(M-a) + B/(M -*) + ... ^-L/(w Z). 



C'est la formule de decomposition en elements simples, mettant 
en Evidence les p61es non homologues a, ft, . . . , / et les r6sidus 
correspondants. Chaque terme de cette formule est une fonction 
de u aux multipltcateurs ^ et |x ; admettant dans un parall6lo- 
gramme un seul p61e simple. 

Inversement toute expression de la forme (16) dans laquelle a ? 
b, ..., I sont des points non homologues deux a deux et A, B, ...,L 
des constantes quelconques, est une fonctioa aux multiplicateurs 
jx et ^, ayant comme p61es les points a, ft, . . ., I et leurs homo- 
logues, les residus relatifs aux points a, 6, . . . , I <5tant A, B, . . . , L. 

D'apr^s cela, on peut choisir arbitrairement les rSsidus A, 
B, . . . , L .: il n'existe entre eux aucune relation n^cessaire. II y a 
done la une difference avec les fonctions elliptiques pour lesquelles 
la somme des residus est nulle. 

Exemple de decomposition. Soit 



a et ft etant -deux constantes non 'h&inokgaes fentre elle^ et noa 
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homologues de o. Cette fonction admet les multiplicaleurs 



commeilrSsulte des proprit6s fondamentales de la fonction H; 
elle admet comme p61es les points a et b et les points homologues. 
Construisons F Element simple correspondant 

H'fo)H(q-a) , u 
^" )== -- H(a)H(0 * ' 

en choisissant X et a de fagon que cettc fonction admette les mfimes 
multiplicateurs pi et pi,'. II suffit de prendre 



I 7 element simple est done 



Les residus de la fonction a decomposer F(w), relatifs aux deux 
p&les non homologues a et 6, sont 

- H(q) H(6) , 

' ' 



pour les oblenir, ii suffit de chercher les limites des deux produits 
(u a)F'(w) et (w 6)F(w) pour w = a et u= b. 
La formule de decomposition est done 



ou, en ^crivant tous les termes explicitement 



b) H(u a) H(u-b) " 

207. Cas des pdles multiples. Le m6me raisonnement nous 
donnera la formule dans lecas des pdles multiples. Supposons que 
la foactian F(w) ^inx multiplicatears non speciaux jx et p f ad- 
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mette comme p61es les points a, 6, ..., I non homologues; et 
supposons que les parties principals relatives a ces poles soient 
respectivement 



Bl B 2 



u-b (u b)* (u bf " h "-" H (tt A)?' 



Si Ton cUsigne par/',/ 7 , ... les derivees successives de/(M), la 
difference 



est encore identiquement nulle : en effet, dans le voisinage de 
u = a par exemple, on a 

/( u a ) = - H- fonction reguliere, 
/'( u a) = - - r^ 4- fonction reguliere, 
f ( w _ a ) = . - .. -H fonction reguliere, 



yca-U ( a a) = ( 
Done 



a Jsao^ttJ-h fonction regnli^re. 



1.2. . -a i 

A. ET L. * 22 
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Comme dans le voisinage de u= #, on a aussi, par hypothec, 
F(#)= cpi(w) -4- fonction rguliere; 

oa voit que *F(&) est reguli^re au point a\ il en est de mme des 
autres points b, . . ., lei des points homologues. Cette difference 
W( u) est done une fonction aux multiplicateurs non spfoiaux jx 
et \t! riayantplus aucunp6le & distance finie. Comme une telle 
fonction ne peut pas exister (n 203), W(M) est idenliquement 
nulle etl'on a la formule de decomposition 



(18) 



F(iO = 

L 

V""" 7 / f(OL-U( U a \\ t 

1. 2.. .a \ J v ; J' 



la somme 6tant itendue a toas les p61es non homologues. 

B.6ciproquement, toute expression de cette forme, danslaqnelle 
les coefficients A, Af , . . M A a _ i? . . . sont cnoisis arbitrairement, esL 
une fonction aux mulliplicateurs \L et [/. 

On voit Panalogie de cette formule avec celle que M. Hermite a 
donn^e pour les fonctions elliptiqnes et que nous avons 6tablie 
au n 26 par un raisonnement presque idenlique. 

Exemple. Prenons, par exemple, la fonction (17) de la 
page 335, en y faisant b = a, 



Cette fonction admet les multiplicateurs 



elle a comme unique p61e double le point u~a et les points ho- 
mologues. Datxs le voisinage du point u = a, on a, par la formule 
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car H(M) 6tant impaire, H(o), H' y (o) sont nulles. Done 



H(w a) " (M g)H'(o) (a a)* H*(o) 

J "*~ 6 H 7 ^) 



En ^levant au carr^, on a enfin 



H(g) 2 H(g)H'(a) 



H2( M a) (a a)s H'(o) (it g) H' 2 (o) 

les Lermes non Merits formant une fonction reguli&re au point a. 
On a ainsi mis en Evidence la partie principale de F(M) au p61e a. 
L'Ument simple avec les multiplicateurs p et JJL' esl actuellement 



~ H( a g)H(a) ' 
La formule de decomposition est enfin 

-, , aH(g)H'(g) *, x H() - 

F(M)== H'*(o) /(^^)"H^/(^^ 

208. M^thode de M. Hermite. Pour ^tablir la formule de d<- 
compositionj nous avons suivi une marche analogue a celle que 
nous avons employee pour les fonctions elliptiques (n os 24 et 26). 
M. Hermite lablit cette formule par la m^Lhode suivante, que nous 
indiquons a titre d'exercice : 

Soit F(w) une fonction aux xnultiplicateurs non sp^ciaux [j. 
et [x ; ; d^signons par v une variable auxiliaire et consid^rons la 
fonction de v 

*(P)=F(P)/(M-P). 

Cette fonction est doublement piriodique : car, si Ton augmente 9 
de Tune des p6riodes 3 F(p) se reproduit piultipli^ par JJL ou p/ et 

f(u P) multipli^ par - ou -?; done le produit *(f ) ne change 

pas. La fonction $(f) est done une fonction elliptique.En^crivant 
que la somme des r^sidus de $(t) relatifs aux p61es situ^s dans un 
parall^logramme ou ; ce qui revient au m6me, relatifs aux p6les 
non homologues, est nulle (n 25), on obtiendra la formule 
cherch^e. 
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Les infinis de $(p) sont les infinis des deux facteurs F(o) 
et/(M ?) : les infinis de F(p) sont homologues des points 



ceux de f(u e) sont homologues du point u. Supposons, pour 
simplifier, les p6les de F(P) simples et soient A, B, . . . , L les re- 
sidus de F correspondanl aux p61es a, b, ...,/. Les r^sidus dc 
*(f), relatifs a ces pdles, sont 



A /(a -a), B/(B-&), ..., L/( 0- 
Le residu de 4((?) relatif au p61e p = w est 

-P(). 

ficrivant que la somme de ces r^sidus est nalle, on a bien la 
f ormule cherch^e. 

Nous laissons au lecteur le soin d'appliquer la m^me mdthode 
au cas des p61es multiples. 

209. Multiplicateurs sp^claux. Dans ce qui precede, nous 
avons 6carte le cas oil les rnultiplicateurs p. et vJ v^rifieraient, pour 
des d6terminations convenables de Log us. et Log[x A , la relation 

co Log fx f &>' Log JJL = o. 

Supposons maintenant cette relation remplie : il exisle alors une 
exponentielle de la forme 

e^ 

admettant ces deux multiplicateurs 3 car les deux Equations 

a = ^2>w M' s= ^2Xu> r 

donnentpour \ des valeurs compatibles. Gette fonction 



est une fonction n'ayant aucun p61e a distance finie. 
simple appe!6/(a) n'existe plus dans ce cas, car la constante a est 
toraologue du point o. Done les formulas de decomposition g6- 
nerale ne s'appliquent pas ^ ce cas. 
Mais, aetuellenaent, toate fonction F(M) aux multi plica teurs 
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spdciaux [JL et u/ peut s'ecrire 

F(zO=e u *(w), 

$(M) 6tant une fonction elliptique. Ilsuffira de decomposer cette 
fonction $(&) en dl&nents simples par les formules des n os 24 
et 26, et il en rdsultera une formule donnantF^). Par exemple, 
supposons que F(u) ait seulement des p61es simples homologues 

des points 

a, b, ..., I, 

les r6sidus relatifs aux points a, &, . . .', I 

A, B, ..., L. 
La fonction elliptique 



admet les mmes p61es avec les r^sidus 

e-^A, e-^B, ..., e-^L. 
On a done, d'apr^s la formule (3i) du n 24, 
*(a) = C -h-*AZ(a a) -+-6-^B Z(w 5)+. ..-f-e-^L Z(w /); 

en outre, la somme des r^sidus de la]] fonction elliptique 4> 6tant 
nulle, on a, entre les p61es et les r^sidus de F, la relation 

(19) Ae-^-4-Be-^H-...H-Le-^=o. 

Reveaanl ^ la fonction donn^e F par la formule 

F(it)=s**(a), 
on a enfin la formule 

(M a) 



On pourrait done prendre actuellement comme ^l^ment simple la 

fonction 

f (a)=s^Z(iO 
et ^crire 
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II est important de remarquer que, si les multiplicateurs sont 
sp^ciaux, les rsidus ne peuvent plus 6tre choisis arbiirairemenl : 
ils sont lies aux poles correspondants par une relation, qui a la 
forme (19) quand tous les p61es sont simples. 

HI. figuATioN DB LAME. SQUATIONS DE M. PICARD. 

210. Equation de Lam. Une application des pins impor- 
tantes des fonctions doublement periodiques de seconde espce, 
ou fonctions a multiplicateurs constants, est l'intgration d'une 
classe d'equations diffgrentielles lin^aires et homog&nes ayant 
pour coefficients des fonctions elliptiques. 

La premiere Equation de ce genre a t considere par Lam6 a 
propos de 1'equilibre des temperatures dans un ellipsoid e homo- 
g&ne. Cette Equation, appel^e Equation de Lam, a d'abord 6t^ 
prise par Lam sous la forme 



k etant le module, n un entier et h une constante. Lam s'est 
born a int^grer cette Equation pour des valeurs particuli&res 
de h choisies de telle fagon que liquation admette une solution 
qui soil unpolynome entier en snor, ouunpolynome entier en 
multipli^par Tun des trois facteurs cn#> dux ou 
Par exemple, quand n = i , liquation 



admet la solution 

jK 

pour A = (i + A: 2 ), et la solution 

y = cna?, 
pour h = i . 

M. HermiU, septajant dans le cas g6n<5ral ou h est quelconque, 
a montre que liquation de Lajn6 peut toujours Stre int^gr6e et 
que son ia^grale g^a^rale est de la forme 
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F(#) tant une fonction & multiplicateurs constants, C et G' deux 
constantes arbitrages. 

21 1 . Forme de liquation de Lam< dans les notations de M. Weier- 
strass. Si dans liquation 



on fait le changement de variable 



a d^signanl la nouvelle variable et \ une constante, et si Ton se 
reporte & la formule 



liquation devient 

i 

"" a 

y <*u* * , . u 

* A 2 sn 2 -c- 

A 

Introduisons maintenant la fonction pu par la formule (n 97) 



nous obtenons liquation 



ou I est une constante. G'est \k la forme de liquation de Lame 
dans la notation, de M, Weierstrass, telle que nous Favons ren- 
contr^e au n 194. 



. Integration de liquation de Lam6 pour 71 = 1. Nous 
allons exposer la m^thode de M. Hermite pour le cas de n = i , 
qui, d j apres les recherclies de M. Hermite, sc pr^sente dans 1'^tude 
des mouvements & la Poinsot. Nous rattaclierons ensuite le cas 
oil n est un entier quelconque ^ un thdorfeme de M. Picard. 
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Liquation de Lam6, pour n = i , peut s'ecrire 



( 2 o) 

Essayons de la verifier par la fonction & multiplicateurs constants 



a et X designant des constantes. Nous avons, en prenant les 
rivees logarithmiques des deux membres 



et en d^rivant de nouveau 



Mais d'apr^s la formule d'addition pour ^u (n 44) la valeur dc 

- peut s'^crire 
yi da r 



puis, d'apr^s la deuxi^me formule d'addition pour JDM (n ft 48), 
on a 



On a done enfin 



Pour que le second membre devienne ^gal ^ zpu + l, on voit 
qu r il suffit de faire 

po>=/,, X= f. 

Ainsi liquation (;2o}^achnet la solution 
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a condition que la constante a soil d^termin^e par Tequation 
(21) pa = l. 

Comme liquation differentielle ne change pas quand on change 
u en u, elle admet ^galement la deuxieme solution 






qui s'obtient aussi en changeant le signe de a, ce qut est Evident 
d'aprfis liquation (21) dont le premier membre est une fonction 
paire de a. 

Liquation de Lam6 pour n = i admet done Tint^grale g<5n6rale 



y = C, 



C, et C 2 d^signant deux constantes arbitraires. 

213. Equations de M. Picard. Liquation de Lam6 rentre 
dans une classe d'^quations difftrentielles lin^aires et homog^nes 
qui peuvent 6tre int6gr6es & Taide des fonctions a multiplicateurs 
constants, comme Pa raontr M. Picard (Comptes rendus, 1880, 
i er semestre. 

Soit une Equation lin^aire d'ordre n de la forme 



dontles coefficients /^(tf), /a(^), , /(#) sont des fonctions 
ellipliques aux m^mes p^riodes 20) et 2 to 7 ; supposons en outre 
que Ton sache que Pintegrale g^n^rale est uniforme en x et n'ad- 
mette pas d'autres singularit^s que des p6les ^ distance finie. 

Dans ces conditions, liquation est int<grable ^ 1'aide de fonc- 
lions & multiplicateurs constants. 

Pour le dmontrer, supposons liquation du troisi&me ordre 



Le raisonnement que nous allons employer s'appliquera a une 
Equation d'un ordre quelconque. 
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Le point de depart est dans ce fait que quatre solutions quel- 
conquesj/^, y%, y^^y*, de liquation du troisieme ordre (22) sont 
lie'es par une relation lineaire et homogne a coefficients constants 
de la forme 

Soit alors 

une inte'grale de liquation : par hypothese, c'est une fonction 
uniforme de x. Comme liquation differ en tielle ne change pas 
quand on change x en x -h 2 o>, elle admet aussi les inte"grales 



Entre ces qaatre fonctions a lieu, quel que soit x, une relation 
de la forme 



(28) G 

En supposant C 4 different de z^ro et divisant par C 4 , on a 

(24) 



<?i, C 2j c s d6signant des constantes determine" es. Consid^rons alors 
la fonction 

(25) ^(a?)=X!cp(a?)-4-X2cp(a?-i-2a))-hX3cp(a7-h 4 to), 

ou^ f? X 2 j^3 sont des constantes arbitraires. Cette fonclion est 
une integrate de Pequalion : nous allons monlrer que Ton peut 
determiner les rapports de ces constantes \ de telle fagon que 

(26) ^(^^-210)= jx^(a?) y 

[x 6tant une conslante convenablement choisie. En effet cetle der- 
ni^re relation s'^crit, en vertu des pre*ce*dentes (24) ct (26) 



o>)-f- A 2 cp(d; H- 4 

X 4 (p(a? -4- 2co)-i- X s cp(or + 4to)] ; 



'ou, en egalant les coefficients dc y(a?), y(a? 4- 2 to), <p(# + 4o>), 
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LMlimination de X { , X 2 , ^3 entre ces Equations donne, pour dd- 
terminer JJL, liquation da troisi&me degr6 

(a8) {i c 3 n c 2 (i G! = o. 

Apr&s que 1'on aura pris pour [j, une racine de cette Equation, 
on tirera des Equations (27) devenues compatibles les rapports de 
deux des quantites /H, X>, X 3 a la troisi&me, et Ton aura ainsi une 
integrate fy(x) telle que 



En partant maintenant de cette intgrale, comme nous sommes 
partis de <p(#)? on niontrera que Ton peut determiner des coeffi- 
cients constants X' i? V 2 , V 3 de telle fagon que Tint^grale 



20)')-+- XJ <K# -h 
v^rifie une relation de la forme 



D'ailleurs cette fonctionF(a;) v^rifie ^videmment la relation 

F(>-t-2u>)= 



puisqu'elle est une somme de Irois foncdons tb qui la v(rifient s- 
par^ment. 

On a done dmontr6 que liquation poss^de au mains une 
integrate F(x) admettant deux multiplicateurs constants. Suppo- 
sons cette intgrale trouvee : alors, conform6ment la th^orie ge- 
n^ralc des Equations Iin6aires, on fera le changement de fonction 



z ^tant la nouvelle fonction inconnue, Cette fonction z v^rifie une 
Equation du second ordre 

. dz 



dontles coefficients sonldoublement pjriodiques, comme formes 
rationnellement avec les fonctions i#j/a# ui sont dou- 
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blement p&riodiques et les quotients 



qui le sont ^galernent. En outre, 1'int^grale genrale y de Tequa- 
tion donn^e etant supposde lre uniforme et n'avoir que des p6les 
a distance finie, la nouvelle fonction 



possede les mmes propri^tes. L'equalion dififerentielle eu z 
poss&de done les proprils caract^ristiques des Equations de 
M. Picard : elle admet au moins une integrate qui est une fonc- 
tion a multiplicateurs constants. On 1'abaissera par le mme pro- 
cd a une Equation du premier ordre qui s'int^grera par une 
fonclion a multiplicateurs constants. 

Remarque. Nous avons suppos, dans notre raisonnement, 
C 4 diflferent de zro. Si C 4 ^tait nul (Equation 28), on aurait 



0. 
Alors on supposerail C 3 different de z6ro et 1'on aurait 

on poserait 



et on d^terminerait le rapport par la condition 



^(ar + 20))= f 

p. ddsignant une constante. Les conclusions sont done les m6mes. 
Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas d'entrer dans le 
detail des divers cas qui peuvent se presenter. Nous renverrons le 
lecteur aux Memoires de M. Picard (Journal de Crelle, t. 90) et 
de M. Floquet (Annales de VEcole Normale, 3 e s6rie, 1. 1, 1 884 ) 

214. Betour , r6quafloit de Lajn6. Prenons comme exemple 
F Equation de Lam 
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ou n est un entier que Von peut toujours supposer positif, car 
1'equation ne change pas par le changement de n en ( n i). II 
r^sulle des th6ormes sur les equations lin^aires etablis par 
M. Fuchs (*) que cette Equation a, quel que soit /, une integrale 
g^n&rale uniforme ne possdant d'autres singularity qne des p6Ies 
i distance finie. On pent done affirmer, d'apr&s le thoreme de 
M. Picard, que eette Equation est int6grable i Taide des fonctions 
a multiplicateurs constants. Voyons quels seront les p61es de ces 
fonctions etleur ordre de multiplicity. 

Soit u = a un p61e, d'ordre a, d'une integrale 75 on a, dans le 
voisinage de ce point, 



C, A M A 2 d^signant des constantes. On en conclut 



7 du ~ w a i-h Aj^tt a)H-... ' 

on, en d^veloppant le second rapport suivant les puissances de 
u a, 



Diffdrentions par rapport a u\ il vient 



et, en remplaQant ~ ^ par sa valeur, 



(u a) 

liquation de Lam6, ceci doit tre ^gal a 

L 



les seuls p6les de pu sont o et les points homologues, 
a doit 6tre 6gal & o ou homologue de o. Comme la partie prin- 

(*) Journal de Crelle, t. 66, p. 121. 
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cipale de pu dans le voisinage d'nn de ses p&les est 

i 

(-)*' 
on doit avoir 

a(a-4-i) = /i(;i-l-i) 5 a A, = o. 

La premiere relation exige, puisque a et n sont positifs, 
et la seconde 




Ainsi une integrate quelconque de liquation de Lam6 admet, 
comme seals p6les, les points homologues de o : tous ces p61es 
sont d'ordre n. Nous savons d'aulre part que liquation de Lam 
admet au moins une integrate y\ qui est une fonction & multipli- 
cateurs constants. D'apres la formule (8) du n 202, qui donne 
une fonclion & multiplicateurs constants comme le quotient de 
deux produits de fonctions H mettant en evidence les p6les et 
les z^roSj cette int^gralej/^ est n^cessairement de la forme 

_ A ^ K 
JKl ~ e 

on, avec les notations de M. Weierstrass, 



a 1 " ( 
II reste a determiner les constantes 



de fagon que cette fonction v^rifie liquation de Lamd; c'est ce 
que Ton fera par un calcul analogue a celui que nous avons d- 
velopp^ (n 212) pour le cas simple de n = i . 

Liquation admettra une deuxi&me inl^grale, y% d^duite de y^ 
par le changement de x en x. On retrouve ainsi les r^sultals 
de M. Hermite. 
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FONGTIONS A MULTIPLICATEURS EXPONENTIELS OU FONGTIONS 
DOUBLEMENT PfiRIODIQUES DE TROISlfiME ESPfeCE. 



215. Definition. M. Hermite a appel6/o/icta'0n doublement 
p6riodique de troisieme esp&ce une fonction uni forme n'ad- 
mettanl d'aulres singularity que des p61es & distance fmie et 
v^rifiant deux Equations de la forme 



(l) f _ 

T\ / ~~ V /J 

a, 6, a', b f d^signant des constantes. Les facteurs e ajc+b et 
par lesquels la fonction. est multiple quand 1'argument croit 
d'une p6riode, sont les multiplicateurs de la fonction : ces mul- 
tiplicateurs sont actuellement des exponentielles lin^aires en x* 
L'^tude de ces fonctions a t faite par M. Hermite (Comptes 
renduSj 1861 et 1862; Journal de Crelle, t. 100); par M. Biehler 
(Th&se de Doctoral, 1879) etpar M. Appell (Annales de I'J&cole 
Normale, 3 e s6rie, t I, II, III et V). Des exemples simples de ce 
genre de fonctions sont fournis immSdiatemeDt par les fonctions 
a 1 , H, , .... D'une manure g^n^rale, la fonction 



oil le nombre p des fonctions H au num^rateur est different du 
nombre^des m^mes fonctions au denominateur, est une fonction 
doublement p^riodique de troisieme esp^ce. Nous verrons plus 
loin que, r^ciproquement, toute fonction doublement p^riodique 
de troisieme espfece peut 6tre mise sous cette forme. Nous donne- 
rons encore deux expressions principals de ces fonctions : Tune, 
par un quotient tel que (2) de deux produits de fonction H, 



352 CHAPITRE XII. 

mettant en Evidence les z&ros et les p6les; 1'autre, par une sommc 
d'elements simples, mettant en Evidence les p61es et les parties 
principales correspondantes. 

216. Simplification des relations que verifie une fonction a mul- 
tiplicateurs exponentiels. Soit une fonction <p(#) telle que 



20)') = ea'x+v <p(#). 
Posons, en de*signanl par X et JJL des constantes, 



On peut toujours determiner X et [A de facon que/(#) admette la 
pe*riode 20, c'est-a-dire ne change pas de valeur quand x crott 
de 2 to. En effet on a 

f( & ~i~ 2 OJ ^ 

f(&) ~ e W:r+ W ^ -<*+<**+ , 

ct pour rendre cette exponentielle dgale a i, il suffit de de"ter- 
miner X et pi par les deux Equations du premier degr 

(3) 4X0)= a, 4Xto2-i- 2 fxca = b. 

La fonction f(x) v^rifie alors deux relations de la forme 

(4) 



A et B de'signant deux constantes dont la premiere a pour valeur 



Comme la fonction /(x) admetlap^riode aco, les deux membres 
dela seconde relation (4) ne doivent pas changer quand x croft 
de 20) : on a done 



i, aAco= 
N oMsigani an entier positif ou negatif. Les relations (4) s'e'- 
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crivent alors 

aw) =/(.'?), 

2tO=e~~^ "*"*/(*) 

Si 1'entier N Stall nul la fonction f(x] serail une fonction aux 
multiplicateurs constants t et e*, fonctions que nous venons d'e- 
tudier. Nous supposerons done N different de z^ro. Dans cette 
hypothese, on peut encore simpiifier un peu les relations ci- 
dessus, en prenant comme nouvelle variable 

Bco 

u = o?- 



et pos'anl 

Bw 



Cette fonction F() Y^rifie alors les deux relations 



G'est a cette forrnc simple que nous supposerons toujonrs que Ton 
ailramen6 les deux relations verifies par une fonction double- 
men t periodique de troisi^me esp^ce. 

217. Exemple du cas N= r. La fonction 






(6) E(tt) = e^ Hj( u) = - V J= H( M ~ ) 

v^ yq 

est une fonction r^guli^re en tons les points a distance Jdnie ou 
ce que Ton appelle encore une fonction entire de w, car elle se 
comporte comme an polynome en tous les points & distance finie. 
D'aprfes les propri6t^s de la fonction H<, on a 



ce sont les formules du n 76, ou nous ^crivons aco et W au lieu 
de aK et aK'. Ilenr^sulte que la fonction E(w) vdrifie les rela- 

A. ET L. 2 3 



354 CHAPITRE XII. 

tions 

= E(a)i 



relations de la forme (5) ou N= i. Cette fonction entiere E(w) 
est partout finie; elle a les mmes z^ros que H< (w), savoir : le 
point H == (o et les points homologues; il y a nn et un seul de ces 
zeros dans cliaque parallelogram me cles periodes. 

Nous avons donn pour H, (it) la srie suivante (p. ti5) 



La fonction E(M) est done donn^e par la s^rie 



ou encore, en changeant n en n i ? 



I. DjECOMPOSITION EN FACTEURS. CONSEQUENCES. 

218. Premiere expression d'une fonction doublement p^riodique 
de troisieme esp^ce. Soit une fonction F(u) verifianl les rela- 

tions 

=F(w;, 

(8) 



oi N est un entier positif ou n^gatif. Si nous ^levons a la puis- 
sance N la fonction E(M) dunumdro pr^c^dent, nous obtiendrons 
une fonction 

E*( M ), 
v^rifiant les deux relations 



N / 7T It 
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D'apres cela le quotient 



est nne fonction elliptique. On a en effet 

$( tt-h 2 CO) =<!>(&), 



Cette fonction elliptique <E> a, dans un parallelogramme des pe- 
riodes, autant de z6ros que de p6les; on pent Tecrire (n 40) 



sons la condition 

(10) 



De celte premiere expression de la fonction F(w) sous la 
forme 



on conclut imm^diatement les rsultats suivants. Nous distingue- 
rons deux cas : 1 Tender N est positif ; 2 1'entier N est negatif. 

219. Cas de N positif. Si nous posons N = m, m positif, le 
facteur E m ( u) est une fonction ne devenant pas infinie et admettant 
comme z&ros d'ordre m le point to et les points homologues. On 
a alorsj en rempla<jant E(u) par son expression (6), 



II pent sefaire, dans cette expression, que certains des points a<, 
a*, ... coincident avec G> ou soient homologues de co : il y aurait 
alors des reductions ^videntes. Mais, dans tous les cas, en 
comptant chaque z^ro et chaque p61e avec son degr^ de multipli- 
cit6, on a le th^or^me suivant : 

Si N estdgal&un entier positif m, la fonction F(M) a, dans 
un par alttlo gramme de$ p^riodes, m zeros de plus que de 
pdles. La somme de ces &6ros } diminu&e de la somme de ces 
in finis , est congrue & /nco. La premiere partie de ce thor6me 
est 6vidente d'apr^s la formule (n); quant 4 la deuxteme, la 
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somme des zeros, diminuee de la somme desinfinis, est congrue a 



c'est-a-dire a mco d'apres la relation (10). 

Reciproquement, soient a,, a 2 , . . ., a r ; f} l5 (J 2 j 
constantes ve*rifiant la relation 



la fonction 



est une fonction ve*rifiant les relations 

comme il re*sulte des proprie'te's de la fonction H. 

mttni 

Fonctions entieres admettant les multiplicateurs i ete ** . 
Quand N est e*gal a un entier positif m, nous venons de voir 
que la fonction F a m ze"ros de plus que de poles : il peut se fairc 
qu'elle n'ait pas de p61es du tout : alors c'est une fonction entiere 
45 (M) ayant dans un paralUlogramme m 6ros 

ces fonctions particulieres ont pour expressions 

mnui 



avec la condition 



On voit que la fonction entiere la plus gene"rale ? ve"rifiant les deux 
relations 



(12) mnui 

( < 



de'pend de m constantes arbitrages B, ^ ? p a , . .., p^ : elle est 
de'terminee, a un facteur constant pr&s B, quand on connait ( m _ i ) 
de ces zdros. Nous aDons montrer que la fonction entiere la plus 
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gn6rale v^rifiant les relations (la) peut s'exprimer en fonction 
lindaire et homogene de m fonctions speciales verifiant les monies 
relations. Pour cela, remarquorjs que toute fonction entiere ad- 
mettantla p^riode 20) peut toe represent^ par une serie de la 
forme 



nvui 



<lont chaque lerme admet la pdriode aw. En ddsignant tou jours 

7ttO f < 

par q la quanlil^ e w , on a 



TC z/z ( n m } it //;' 

" 



D'apr^s la seconde des relations (12) ces deux series doivent tre 
identiques. En ^galant dans ces series les coefficients des 

7CWZ 

puissances de e w , on a 



D'apres cetle relation unique entre les coefficients, on voit que 
Ton peut prendre arbitrairement A , A { , . . ., A/n_i et determiner 
ensuite tous les coefficients. 

Ainsi en faisant successivement n = o, n= m : n = 2/n, . . . , 
/i = v im on a 



, en multipliant, 



en faisant de mSme, dans (i4) 7 n = m, n = 
n= [x met multipliant, on v^rifiera que laformule (i5) subsiste 
pour v n^gatif. Tous les coefficients A vm sont ainsi exprim6s a 
1'aide de A . Par un calcul semblable on exprime tous les coeffi- 
cients Avm+4 en fonction de A <? AVT^+S en fonction de A a , , *., 
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en fonction de A OT _,. Oa trouve 



En portant ces valeurs dans le cUveloppement de la fonction en- 
tiere C(M), on trouve qu'il prend la forme suivante 



) = A 



-. . .-+- A 



ou E 0> E n ... d^signent les fonctions enlieres suivantes 



(16) 



prczrf 1 



Ainsi^ commenous Favons dit, la fonction entiere la plus 



rale admettant les multiplicateurs i et e w est line fonction 
lin^aire et homogene de m fonctions spe"ciales E , E^ , . . . , E m _< . 
L'expression de cette fonction contient m constantes arbitraires 
AC, A ..., A m ^ { dont on peut determiner les rapports de fagon 
que la fonction @(^) admette m i ze*ros (3 M (3 2 j -? P^-i 
donnas a Favance. Ces fonctions E p s'expriment toutes a I 7 aide de 
la premiere : on a ^videmment 



D'ailletirs la foneUon E e s T exprime aisement par une fo^ction 
de Jacobi. En effet^ reprenonts la fonction E(^) construite plus 
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haul (n 217) avec les p6riodes aco et 2o>' 



VTCwf 

(|u>,co') = 

V = oo 

Ktti 



4/ W **! ^ W | ,, , y, 

vq 
ou nous mettons en Evidence les pe'riodes ayant servi a construire 

la fonction IL . Si dans cette formule on change co en -> a = e w 

m * 

se change en gr 771 et la se"rie du second membra devient precis<5- 
ment E (w). On a done 



~> ' 
m 



-, 

m 



220. Gas de N n^gatif . Supposons maintenant N n^gatif, et 
posons 

N=IH, 

ou 7?i est nn entier positif. Les fonctions 6 tudier sont alors telles 
que 



On conclut imm^diatement de ces relations 



WZTCWZ 



L'inverse ^7 de la fonction i e'tudier est done une fonction 



aux multiplicaleurs i et e ** (m posilif), c'esl4-dire une des 
onctions du num^ro pr6c^dent. L'inverse ^T^T peut done s^crire 



36o CHAPITRE XII. 

avec la condition 



La fonction F(w) a done pour expression general e 



Elle a, dans un parallelogramme des periodes, m p61es de plus 
que de ze*ros, et la difference entre la sommc de ces p61es et de ces 
zeros est congrue a TTZCO. 

II ne peut done pas extster de fonclions aux multiplicatenrs i 



micui 



et e w , n'ayant pas de pdles. Mais il en existe qui n'ont pas de 
zeros; ce sont les inverses * des fonctions sans p61es dti nu- 
mero precedent. 

II. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES. 

221. ibtude de F61ement simple. D^signons par x et y deux 
variables inde"pendanles, par m un entier posilif, et conside*rons 
la fonction de x ety d^finie par la se'rie 



(X JK 



ou bien 

m 

-- 





20) 




Cette sdrie est convergente pour toutes les valeurs de x &, y k 
Pexception de celles qui ve*rifient la condition 

x-~y = 2/10) -H 27iV (n et n' entiers), 

et pour lesquelles un des termes de la se'rie devient infini. 

Si Pen considere x comme une constante et y comme variable, 
la fonction jm(xj y} est une fonction uniforme de y n'ayant i 
distance finie d'autres points singuliers que des p6les du premier 
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ordre, & savoir les points 

y = x 



le rsidu relatif au p6lejK = # est i, car le seul terme de la 
scrie qui devient infini poury = x est 



cot (# - y). 

20) -20) V ^ ' 



Cetle fonction verifie les deux relations suivantes, qui s'etablissent 
aisdment : 

(19) 



Cette fonction % m de la variable y admet done les mulliplicateurs 

TWIT VI 

t et e w : elle a dans un paralMogramme (m + i) z^ros et un 
p6Ie homologue de ^c. 

Si Ton consid^re, an contraire ? y comme une constante et x 
comme variable, il se pr^sente des circonstances entierement 
diff^rentes. La fonction y m (x 9 y) est alors une fonction uniforme 
de x n'ayant ^ distance finie d'autres points singuliers que des 
p6les du premier ordre, i savoir les points 



=JKH- 271 0) 



le r^sidu de cette fonclion relatif au p61e x=y est 6gal a +i. 
Elle verifie d'abord la relation ^vidente 

(20) 

puis liquation 



(.0 
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ou les m fonctions E , E,, . . ., E m _< sont celles qui onL &6 de- 
fmies plus haut (n 219). 

Pour d&nontrer cette relation fondamentale (21), remarquons 
quela serie (18) nous donne 



iln-l) ! 



ou : en changeant n en n -H i ? 






Si nous formons alors la difference 



nous obtenons une se*rie qui pent s'ecrire 



20) 

n = 

en posant, pour un moment, 

gf.y.y)f 
(23) e w ^ 

En effectuant la division, on a 

(t-\-u,)(u m 

^ - 



et en substituant dans la se"rie (22) on voit que cette se>ie se par- 
tage en (/n -f- 1) series. 

La premiere de ces series est 



-- ^ e w gmn(nr-l) ^ 



c"est-li-dire, d'apres la valeur de t y 
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ou enfin 



--e <> E.OO. 
La deuxi&me de ces series est de m6me 



to qmn(n-l) (ml y 

c'est-a-dire 



ou enfin 



. _ g u) g to . e w ^ mn(n 



Ainsi de suite. La (p + j)^ mo de ces series est 



TCt - 
CO 



OU 

. (TW-p 



La demise ou (m + i) i6me de ces series est 

m Tzyt 
_ -^ e 
20) 

c'est-a-dire 


2 

ou enfin 



comme on le voit en changeant, dans la derni^re ^, /i en n i . 

Ce calcul d&nontre la formule (21). 

On a ainsi les propri^t^s fondamentales de F6l6ment simple 



222. Decomposition en ^16ments simples dans le cas oft. N est n- 
gatif, N ^= 77i. Soit F(w) une fonction aux multiplicateurs i 

mnui 

tie ** , m dtant positif. Une telle fonction poss^de au moins m 
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p6les dans un parallelogramme des p^riodes. Supposons qu'elle 
ait r p61es simples (r^m) homologues des points 



et que les r^sidus aux points a, &, . . . , I soient 

A, B, ..., L. 

Ces p61es et les rsidus correspondants sont lis par m relations 
qu'il est ais de former. 

Relations entre les pdles et les residus. Considfrons nne 
des m fonciions entires E P (K) du n 219 qui admettent les mul- 

mium' 

liplicateurs i et e P . Le produit 



est nne fonction elliptique aux p^riodes ato et 2w ; . En effet, les 
deux facteurs admettent spar6ment la periode aw et, quand u 

m TC m 

croit de 2 to', le premier facteur est multiplig par e w , le deuxi^me 

mTCw 

par e w et le produit ne change pas. Cette fonction elliptique 
a les m&nes pdles queF(w), car le facteur E p (w) n'a pas de p61es. 
Leresidude$(a)aup61e u = a est AE p (<z), car on a, au voisi- 
nage de u = a, 

A 

+ fonction 



d'ou, en multipliant, 

*( w ) = ~~~ + fonction r6gulire. 

Ut M- " 

Les r&idus de (w) relatifs aux autres p61es sont de m^me 
BE p (4}, ..., LE P (/). La somme des r&idus d'une fonction ellip- 
lique tant nolle, on a la relation 



En attnbntoiji'rindice p les m valeurs o, i, a, . . . , m - 1 
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(n 219), on oblient ainsi m relations necessaires entre les poles 
et les r^sidus de F(M). 

Decomposition en Elements simples. Considerons la diflfe- 
rence 

(26) V(iO=F(iO-Ax/,i(a,a)-Bxw(M)-----Lx(M); 

nous allons montrer que cette difference W est identiquement 
nulle. Tout d'abord la fonction V(M) ainsi construite admet les 

m TC ni 

multiplicateurs i et e w : on a videmment 



car chaque terme du second membre admet la periode 2 co ; voyons 
ce que devient le second membre quand u croit de 2o) 7 : on a 
d'abord 

m it ni 

F(w-t-W) e w F(w)=o, 
puis 



jnir/fA . (m 1 



1m- 
Tll 

2 CO 



comme il r^sulte de la relation fondamentale (21) dans laquelle 
on remplace x par u et y par a, ou b : . . ., ou /. D'apr^s cela la 
difference 

771 It Itj 

V(a) e^^Wlw) 
peut s'^crire 



. (TO 1)KMI 
03 
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cette difference est done nulle, puisque chacune des sommes entre 
crochets est nulle en vertu des relations (24) entre les poles et les 
nSsidus. Ainsi la fonction V(u) verifie les deux relations 



(26) mnrtg 



De plus cette fonction W est finie en tous les points a distance 
finie; elle n'a plus de p61es. Par exemple, dans le voisinage de 
u = a, on a 

A 

F(zt)= -- h fonction reguliere, 

U ~ Qt 

XW( M J a ) = -- h fonction reguliere, 

W Of 

etles autres fonctions ^(u, b), . . . , yj(M, sont r^guli&res au 
point a : dans la combinaison donnant ^(w), __ disparait, 

et V(w) est r^guli^re au point a. Elle Test ^galement aax points 
&, ..., I et aux points homologues. En r6sum, W(u) estune fonc- 
tion sans p6 les v^rifiant les relations (26). Mais nous avons TU 
qu'il n'existe pas de fonctions sans p61es v^rifiant ces rela- 
tions (n 220) : done W(u) est identiquement nulle et Ton a la 
formule 

(27) F(a) = Axm(a,)+Bx(a, *) + -. -+-Lxni(w,0 

qui est la formule de decomposition cherch^e, mettant en Evidence 
les p61es de F(w), a, &,..., I et les residus A, B, . . ., L. 

R^ciproquement, si a, b, . . ., I sont des points arbitrages, non 
homologues deux deux, et A, B, . .., L des constantes v^rifiant 
les relations (a4)? 1'expression (27) d^finit une fonction aux 



wirw 



multiplicateurs i et e w admettant comme p61es simples les 
points a, 6, ..., I avec les residus A, B, ...,L, etleurs homologues. 

Remarque. On obtiendrait cette mime forttmle de d^com- 
,position eu consid^rant le produit 



comme une fonction de 9. Ce produit II(^) est une fonction ell ip- 
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ligue aux periodes 2 to et 2 to', car les fonctions de P, F(P) et 
r fon(u, 9) ont des multiplicateurs inverses; cette fonction K(v) 
admel comme poles les points homologues de 



avcc les rtSsidus respectifs 



I'expression dn dernier de ces r^sidus resulte de ce qne j m (u^ p), 
regard^ comme fonction de p, admel le pole simple 9 = z* avec le 
r(5sidu i (n 221). En ecrivant que la somme des residus de la 
fonction elliplique, relatifs aux p61es noii homologues, est nulle, 
on a imm^dialemenl la formule de decomposition (27). 

Cas des p6les multiples. Nous avons cril la formule de 
decomposition et les relations entre les pfiles etles residus dans 
le cas des p61es simples. Si les p6les sent multiples ces formules 
ce gdneralisent, comme celles que nous avons donnes (n cs 26 
cl 207) pour les fonctions elliptiques et les fonctions a multiplica- 
tonrs constants. Bornons-nous a ecrire ces formules. Supposons 



m TC tif 



que la fonction F(w) aux multiplicateurs i et e w admette les 
, &,...,/ avec les parlies principales 



-- -, - rr 

u a (w a) 2 
B 



on aura la formule 



"" i. 2... (a -i) 
la somme ^tant ^tendue ^ tons les p61es. En outre, les relations 
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entre les p61es et les coefficients des parties principals sont 



> A,_ 

? 1.2 da? 



an 
J ' 



011 Ton fait successivement p = o, i, 2, ..., (w i) 
223. Exemple. Soit 



Cette fonction v6rifie les relations 



Si done on fait, pour un moment, 

. w 

f -- = W, 



cette fonction F v^rifie les deux Equations 



Pour cette fonction F le nombre entier ddsigne par m est done a. 
La fonction cp(#) admet dans un parallelogramme dcs p^riodcs 

Jes deux p61es simples o et a) avec les residus respectifs wv \ ; 

t rj,, v' u / v- Comme ^ est 6gal a #-(-</ -^ la fonction 
H^ojH^o) 2 

F(w) admet les deux p61es 



avec les mmes residus 



A ^ 

A "' 



__ 

H'(o)H t (o) J " H'(o)H t (o)' 
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On a done la formule de decomposition 



d'ou, en revcnant a la variable x et rempla^ant A, B, a, b par 
leurs valenrs 



H'(o)H t (o) / , to , co\ / , to , to\ 

H^^H;^^ 



Sil'on met pour ccs fonctions % 2 les series servant de definition, 
on a 

H'(o)Hi(o) 



La seconde cotangente est gale a tang7^-(ic - auto'); on a 
done enfin, en reduisant, 



- 
On ^tablira de m^ine, ^ titre d'exercice, la formule 

H'(o)H t (o) T 



MI r / xn 

^ cot = [*-(-!)']. 

M. Hermite a monlr^ Timportance que pr($sentent les ddveloppe- 
ments de ce genre pour les applications 1'Arithmdtique. 

224. Formule de decomposition dans le cas de N positif. N = m. 

mitui 

Soil F(M) une fonction aux multiplicateurs i et e ** . Sup- 
posons que cette fonclion admette les p61es simples a, &,..., 2 
non deux b. deux homologues, avec les r^sidus A, B, . . ., L. L' ex- 
pression 



est une fonction aux m^mes multiplicateurs, mais n'ayant plus 

A. ET L. 24 
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depdles. En effet, chacune des fonctions F(M), %(^3 u ] 

m n itl 

X(/, u) admet les multi plica teurs i et e ~ (n 221). En outre, 
dans le voisinage de u = a par exemple, on a 

A 

1- fonclion reguliere, 

fonction reguliere, 






et les autres fonctions ^ OT (i, w)> --^ C XC' M ) sont 

Dans la combinaison donnant W, - disparait. Le mSme fail se 

u a * 

produit en tous les p61es de F(u). La fonction W(u)^ admettanL 

m it iti 

les multiplicateurs i et e w et tant partout finie, est une des 
fonctions entires tf(w) ^tudi^es au n 219. Elle est done de la 
forme 



ou X , X i5 . . ., Xn-i sont des constantes determinees. On a alors 
la formule 



(28) 



4- ^o E ( w) 4- Xi E! ( u) -4- - . . -4- X-i 



On pourra determiner les coefficients X , X< 7 . .., X /7e-< en attri- 
buant m valeurs numdriques a la variable u. Pour une ludu 
plus d^iaill^e de ce point, nous renverrons aux M^moires do 
M. Appell. 

Dans le cas des p61es multiples, chaque terme de cette formule 
doit 6tre remplace par une somrae telle que 



Dans ces fortaules il n'y a aucune relation n^cessaire entre les 
p6les et les parties principales correspondantes. Ainsi, quels que 
soientlespoinEs&, 6>.. M /el les constantes i A, B, ..., L, X , \, ..., 
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^/w-i ? la fonction de"finie par la formule (28) adrnet les multiplica- 

m 7t ni 

teurs i et e w . 

225. R6sum6. On voit que le meme Element simple ym(%i y) 
peul ^tre employ^ pour la decomposition des fonctions F() a 

N TT UL 

multiplicateurs i et e w , que N soil positif ou ne"gatif. Quand N 
st ndgatif, N = m : c'est x qui est la variable u et y qui coin- 
cide successivement avec les poles. Quand N est positif, N= /n y 
c'esty qui est la variable u et x qui coincide successivement avec 
les poles. 
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PfiRIODES fiQUIVALENTES. NOTIONS SUR LESFONCTIONS MODULAIRBS. 



I. GENE HALITES. 

226. P6riodes Squivalentes. Soient 2o> et 2co ; une paire de 
p&iodes primitives d' une fonction elliptique. Posons 



t = c o> 

a, 6, c, rf d^signant quatre nombres entiers positifs, negatifs ou 
nuls, tels que 

ad be = rh i . 

En r^solvant alors les Equations (i) par rapport a co et o/, on 
trouve pour <o et <o' des fonctions lin^aires et homog^nes & coeffi- 
cients entiers de u { et co^ : par exenaple, si ad be = t , on a 



On dit que 2co et ao/d'une part, aco, et 20)^ d'autre part sont des 
syst^mes de p^riodes equivalentes. Une fonction admettant Jcs 
p^riodes 20) et 2 a/ admet ^galement les periodes 2to< et 20)^ et 
r^ciproquement. En effet, si une fonction F(M) admet les p^~ 
riodes 2<o et 2to ; , on a 



)= F(a), 

F(z6-f-2Ca) r -had r co) 
done 



. 

et la fonction adriaet les periodes 2 o> 4 et 2 co' { . La r^ciproque se 
montre de lamtene faou to" partant des relations teJles que ( 
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Si nne fonction F(M) admetles p^riodes ao i et 20', on a 



done 

F(MH-ao>')=F(), 

F(K + ao>) =F(w). 

227. Rapport des p6riodes. Nous avons suppose que, dans le 
rapport des priodes 



_ 

0) 



le coefficient de i est positif. Nous allons d^montrer que ? dans le 
rapport 



des p^riodes ^quivalentes, le coefficient de &" est encore positif si 

ad be = -hi; 
il serait au contraire n^gatif si Ton prenait 

ad be = i . 
En effet, soit 

CD =s a -i- p z, 

w^a'-h-p'i; 
on a 



le coefficient de i est done du signe de 

p' pa r . 
Soient maintenant 



les relations (i) donnent 

aj = aa'-h 
Pi = ap'H- 
On voit que 
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et si Ton prend ad be =. i , 

at Pi- Pi <=?'- pa'; 
done le coefficient de i, dans 



a ^galement le signe +. 

Si Ton avail ad bc = i, le coefficient de i dans T, serait 
negatif. 

228. R6seaux de parall&ogrammes formes avec les p6riod.es 
^quivalentes. Prenons les expressions 



dans lesquelles m et /i, m! et n { prennent toutes les valeurs en- 
ti&res positives, negatives ou nulles. Les points PP forment les 
sommets du reseau des paralUlogrammes construits avec les p6- 
riodes aco et 2o) ; ; les points W|, les sommets du reseau analogue 
constniit avec 2 to, et 2to' r Nous allons montrer que ces deux 
reseaux ont les m&mes sommets, c'est-a-dire que les quantity ^, 
sont, a Pordre prfes, identiqaes aux quantitSs w. 

En effet, chacune des quantities W K fait partie de la suite des 
quantit^s w, comme on le voit, en remplagant, dans w<, co 4 et co' f 
par leurs valeurs (i) en fonction de w et CD'. Inversement, comme 
ad be = i chacune des quantitds w fait partie de la suite des 
quantit^s w\, comme onle voit, en remplagant, dans w, co et to' 
par leurs valeurs (2). Done, si Ton suppose ad bc^.i left 
quantit^s w sont, Tordre pr^s, les m^mes que les quantities (v< . 
Les deux r^seaux ont les mmes sommets. 

On peut remarquer, en outre, que les paraMogrammes du 
premier r&jeau (210, 2 to') sont Equivalents en surface ^ ceux du 
second (2to i? aco 7 ^). En effet, les trois points 



0, 2t*> } 20)' 



sont les sommets <Tun triangle qui est la moitte d'un parall^lo- 
gramme des periods 2<o et 2(o r . Si Ton fait 
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la moiti<5 de 1'aire de ce triangle est 

(ap'-p'). 
Si 1'on fait de mme 



la moiti6 de 1'aire du triangle de sommets 

o, acoj, 20*1 
est 



Or nous venons de voir (n 227) que ces deux quantit^s a^ 7 (la 7 
et a{3' 4 pa^ ont meme valeur absolue. Le th^oreme est done d^- 



II. NOTATION DE WEIERSTRASS. 

229. Formes en nombre mftni de la fonction o*. Considerons 
le produit doublement infini a Faide duquel nous avons deiini la 
fonction tfu 



m = ) , , 

__ VO, 1, =h 2, . .., 



et soient 2 co< , 2 co' t des p^riodes 6quivalenles a 2 (o, 2 to 7 ; les quan- 
tit^s 



W\ = 2^i U)i~h 2/iiCOj, 

sont les mSmes, I'ordre pr^s, que les quantit^s ^v; le produit 



est done compost des mfimes facteurs que le produit precedent; 
ou, en pr^cisant, tout facteur de Fun des produits est anssiun 
facteur de Tautre produit. On sait queFordre des facteurs n'inler- 
vient pas; on a done 
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ou, en d^signant par ^(M j(o, to'), la fonctiono'dont les zros sont 

2771(0 



sons la seule condition que les p^riodes 2to<, 2 to', sont quiva- 
lentes aux p^riodes aw et 20)'. 

Ainsi la fonction d ne change pas quand on remplace la paire 
de pdriodes primitives, qui a servi la construire, par toute autre 
paire de p^riodes quivalentes. 11 en est de m6me, ^videmment, 
des fonctions et p qui se deduisent de a* par des differentiations. 
C'est ce que Ton volt aussi en partant des series qui defmissent 
^(z^|co, to 7 ) el j>(w|o>, to'). Quand, dans ces series, on rcmplaco 
2 co et 2 to' par les p&iodes ^quivalenles 2to^ et 2to' n elles ne 
changent pas, car les termes qui les composent ne font quo 
changer de places. 

230. Invariants. Invariant absolu J. Les invariants 



ne changent pas de valeurs quand on remplace les periodes 2 to 
et 2 co' par des periodes ^quivalentes 2 to< et 2 to' r Ge fait est Evident, 
d'aprfes ce que nous venons de voir, car la substitution de to, 
et to 7 , a to et to', dans les deux series, ne fait que changer 1'ordre 
des termes. 

La quantity g% est homogene et du degr< 4 par rapport a to 
et 0'; - 3 , homog&ne et du degr< 6 par rapport a to et to'. On 
peut mettre ce fait en evidence, en ^crivant 

/ x W' 

W = 0>( 2 7?l-|- 2 TIT), U= . 

CO 

Alors 



Le discriminant 

A= 



Lomogene ei eta degrt -^12 par rapport k to fet tp' ; . 
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Nous aliens former xme combinaison de g et g* 3 homog&ae et 
dc degr(5 o en co et a/ : cette combinaison ne dependra plus que 
du rapport des p&riodes T. Pour cela considdrons, avec M. Klein, 
la quantit^ 



Gette quantite J, dtant le quotient de deux fonctions homogenes 
dc degrgs 12 de to et to', est du degr o. Elle ne depend plus 
quo du rapport T des pgriodes. Nous mettrons en Evidence cette 
variable unique T dont depend J, en ^crivant cette quantit J sous 
la forme 

J(T). 

On peu t appeler cette fonction J(T) V invariant absolu des fonc- 
tions elliptiques aux p^riodes aco et 2(1)'. Nous avons dja re- 

marqu6 au n 36 que ~ est une fonction du seul rapport des 

h 3 

pdriodes : avec la notation de M. Klein, on a 

<> fHriT 

III. FONCTION MODUIAIRE. GROUPE MODULAIRE. 

231. Propri^t6 fondamentale de la fonction J(t). Comme les 
invariants g% et g$ ne changent pas quand on remplace 20) et 203^ 
par deux p^riodes 6quivalentes quelconques 



(^ 1= = cto'-h^co, ad 6c = i, 

il en est de m6me de J. Or, quand on fait cette substitution, ie 
rapport 

a/ 

T =S 
(0 

devient 



On a done 
ou encore 




878 CHAPITRE XIII. 

a, 6, c, d designant quatre entiers quelconques tels que 

ad be =rfci. 

La fonction J(T) pr^sente done cette propriSte remarquable 
de ne pas changer de valour, quand on remplace T par gT + ^' a, 
6, c, rfelant des entiers assujettis &. la seale condition 

ad be =i. 

C'est la plus simple des fonctions modulaires. Elle nous offre le 
type d'un nouveau genre de fonctions, comprenant les fonctions 
modulaires, dontle premier exemple a t donn par M. Hermite, 
a propos de ses recherches sur la resolution de liquation du 
cinqui&me degre, et dont les propri6ts gnrales ont i\.& princi- 
palement 6tudies par M. Klein (Voyez Vorlesungen ilber die 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen, ausgearbeitet von 
D r Robert Fricke, Leipzig, Teubner; 1890). Ges fonctions sont 
d'ailleurs un cas trfes particulier des fonctions fuchsiennes et 
klein^ennes dont la theorie a 6te cr^ee par M. Poincar^ (Acta 
Mathematica, 1. 1). 

232. La fonction J est paire. Dans la relation fondamen- 
tale (4), on peut prendre par exemple a = i ? d= i, b = o ? 

c = o. On a alors 

J(-T)=J(T). 

Cela r^sulte d'ailleurs evidemment de ce que les invariant g% et g% 
ne changent pas, quand on change Tune des p^riodes co ou co', dc 
signe. 

D'apres cetle propri^te, on peut toujours supposer que les 
quatre entiers v6rifient la relation 

ad be = *+- 1 , 
car on a 



\_ / 
/ V 

on peut done toujours changer & volont^ le signe des entiers a et b 
et par consequent celui cfe ad be. Dans tout ce qui suit nous 



PERIODES EQUIVALENTES. 879 

nous limiterons en consequence an cas de 

ad be = --i. 

Nous supposerons lapartie imaginaire de t positive: celle de 



l ~ 

est alors (Sgalement positive (n 227). 
233. Remarques sur les substitutions lingaires. Soit 



on dit que Ton obtient T 4 en faisant sur T la substitution lin^aire 

(5) T,= ST = 



Substitution inverse. En rdsolvant par rapport & T la rela- 
tion (5), on a une autre substitution 



que 1'on appelle substitution inverse de S et que Ton dsigne pour 
cette raison par S" 1 . On a alors 



Produit de deux ou plusieurs substitutions. Soit S ; une 
autre substitution form^e avec d'autres coefficients a', #', c! 9 dl . 
Posons 

' - *'**+*' 



et cherchons la relation entre T 2 et T; nous aurons, en remplagant 
TI par sa valeur ST, 



Cette nouvelle substitution lin^aire T 2 = ^ ^ont les coeffi- 
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cients sont 

A. == aa'+- cb r , B = ba'^r db 1 ', 



s'appelle le produit de S par S'; on la designe par S'S. On a iden- 
tiquement 

AD BG = (a'd j Vc')(ad be). 

La substitution SS 7 est de me"me le produit de S 7 par S : on 
Tobtient en faisant d'abord la substitution S 7 , puis sur le re*sultat 
la substitution S. Cette substitution SS 7 est, en general, diffe*rente 
de la substitution S 7 S. Dans cette notation symbolique des sub- 
stitutions, il n'esl done pas permis d'intervertir 1'ordre des facteurs. 
On peut mainlenant imaginer trois substitutions conse*cutives S ? 
S', S' 7 : la substitution line'aire obtenue en faisant d'abord la sub- 
stitution S, sur le re*sultat la substitution S 7 , sur le nouveau re*sultat 
la substitution S' 7 , est de'signe'e par 

S " S ' S > 
et ainsi de suite. 

Quand deux ou plusieurs substitutions conse*cutives sont les 
me"mes, au lieu d'ecrire SS, SSS, . . . , on emploie la notation des 
exposants et Ton e*crit S 2 , S 3 , 

Remat^que. Le produit de la substitution par son inverse 
est la substitution identique 

T = T, 

que Ton designe symboliquement par i. On a ? en eflet, 



done, en 6liminant T< , 

T 

ce que 1'on exprime eu ecrivant 



on a anssi 

88-1 = 1. 

Si Pen r^p^te doax v; brois fbis de suite, !af 
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S-<, au lieu d'<5crire S~< S~<, S-'S-<S-<, , . . , on emploie des ex- 
posants n<5gatifs et Ton e"crit S~ 2 , S~ 3 ? .... 

234, Groupe de substitutions. Une suite de substitutions 
donn^es S M S 2 , . . ., S v , . . ,, en nombre fini ou infini, 



S T 
V ~~ C v t -h ^ v 



forme tin groupe, si 1'mverse d'une qnelconque de ces substitu- 
tions etle produit de deux quelconques de ces substitutions sont 
encore des substitutions de la suite. 

235. Groupe modulaire. D'aprSs cette definition, toutes les 
substitutions en nombre infini 



S 

^ "" 



ou a, b, c, d sont des enliers assujettis ^ la seule condition 

ad- be = i, 
forrnent un groupe. En effet la substitution inverse de S, 



est encore form^e avec quatre entiers <2 i7 & n c< 3 ^ tels que 
1 b\c\ *= ad be = i. 



Le produit S 7 S de deux des substitutions consid^rdes est une 
substitution 



dont les coefficients sont entiers d'apr&s les formules (7) et v^ri- 
fient la relation AD BC = i , car on a 



etles deuxfacteurs du second membre sont ^gaux a i parhjpo- 
thfese. 
. Le groupe ainsi d^fini est le groupe modulaire, et Ton peut dire 
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que la fonction J(T) est laissee invariable par toutes les substitu- 
lions de ce groupe. 

236. Substitutions fondamentalesdu groupe modidaire. Toutes 
les substitutions du groupe modulaire peuvent 6tre engendr^es 
par les produits des puissances positives et negatives des deux 
substitutions 



que Ton appelle pour cette raison les substitutions fondamentales 
du groupe, 

L'inverse de ST est 

Finverse de TT est 



elle est 6gale a TT. Nous ne nous arrSterons pas & dmontrer que 
loute substitution & coefficients entiers 



telle que ad bc=i, peut 6tre obtenue en multipliant ces 
substitutions fondamentales et leurs inverses dans un ordre quel- 
conque, chaque facteur pouvant tre repete un nombre quelconquc 
de fois. Nous admettrons ce point dont on trouvera la d&non- 
stration dans leLivre de M. Klein sur les fonctions modulaires. 

Boraons-nous a remarquer que le fait, que toutes les substitu- 
tions du groupe modulaire peuvent 6tre obtenues par la multipli- 
cation de deux substitutions fondamentales et de leurs inverses, 
a deja son analogue dans la th^orie des fonctions doublement p6~ 
riodiques. Si Ton appelle 2co et 20)' les deux p^riodes, une fonc- 
tion doublement p&iodique F(w) ne change pas de valeur quand 
on fait sur M toutes les substitutions contenues dans la formule 



m et n dtajit deux entiers quelconques. Ces substitutions forment 
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un groupe qui admet comme substitutions fondamentales les deux 
substitutions 

S U = &-i-2Ci), 

Tw = ZJH- aw', 
dont les inverses sont 

S- 1 ^ = u aw, 

T-1W= W 2U)'. 

Tl est Evident que par la multiplication de ces substitutions on 
obtient toutes les substitutions de la forme u + 2 /no) 



237. Interpretation g^omStrique. Pour repr^senter geome- 
triquement Ja double pdriodicite, nous avons divis6 le plan en 
cases qui sont des paralldlogrammes tous gaux, et nous avons 
remarqu^ que la fonction reprend les mmes valeurs aux points 
homologues de toutes ces cases. L'une de ces cases tant choisie 
commc case fondamentale, quand le point u ddcrit ceLte case, les 
points homologues, u + am to -h a/ico', dcrivent chacun une des 
autres cases. 

On peut operer de mme pour la fonction modulaire J(T). 
Comme nous supposons la partie imaginaire det positive, le point 
repr<5sentatif de T est dans le demi-plan situe au-dessus de Taxe 
des quantit^s r^elles. On peut alors decomposer ce demi-plan en 
cases telles que Tune de ces cases tant choisie comme case fon- 
damentale, quand le point T d^crit celte case, les points 



a, 6, c, d entiers tels que ad be = i , d^crivent chacun une des 
autres cases. La fonction J(T) prend alors la mme valeur aux 
points correspondants de toutes les cases et il suffit de la connaitre 
dans la case fondamentale, pour la connaitre dans tout le demi- 
plan, 

Cette division du demi-plan en cases peut se faire d'une infi- 
nit de facjons. La plus simple esl celle que Ton realise avec des 
arcs de cercle ayant leurs centres sur Faxe des quantit^s r^elles. 
Le point de depart de cette division est dans Interpretation g^o- 
m^trique des substitutions lin^aires, &. coefficients rels, al'aide de 
la combinaison de deux transformations successives par rayons 
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vecteurs r^ciproques , telle qu'elle r^sulte des travaux d 
MM. Klein, Schwarz et Poincare. 

IV. NOTATION DE JACOBI. 

238. Expression de J (T) en fonction du module k. - Nous avon 
indique" (n 97) la relation qui lie la fonction pu aux periodes 2c 
et 2(0' a la fonction sn# aux periodes aK et 2z'K/. Nous avons vi 
que le rapport des periodes est le meme 



T = = -=7- ? 

co K 



et,en designant par \ une constante auxiliaire, nous avons tronv 
pour les racines e^ e 2 , e z les valeurs 

31*61=* 2, 3Xej=2** i, 3X2e 3 = i A- 2 ; 

on en dduil les differences des racines deux a deux et Ton ei 
conclut en multipliant ces trois differences 



On sail que, dans un polynome 

4^ 3 

dont les racines sont e { , e 2 > ^3 le discriminant 

est donne" par la formule 

A 
On a done 



D^utre party le prodait des racines ^tant ~ oa a 

4 



fouctioo da module s'obtient alors facile- 
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la moiti<5 de 1'aire de ce triangle est 

(ap'-p'). 
Si 1'on fait de mme 



la moiti6 de 1'aire du triangle de sommets 

o, acoj, 20*1 
est 



Or nous venons de voir (n 227) que ces deux quantit^s a^ 7 (la 7 
et a{3' 4 pa^ ont meme valeur absolue. Le th^oreme est done d^- 



II. NOTATION DE WEIERSTRASS. 

229. Formes en nombre mftni de la fonction o*. Considerons 
le produit doublement infini a Faide duquel nous avons deiini la 
fonction tfu 



m = ) , , 

__ VO, 1, =h 2, . .., 



et soient 2 co< , 2 co' t des p^riodes 6quivalenles a 2 (o, 2 to 7 ; les quan- 
tit^s 



W\ = 2^i U)i~h 2/iiCOj, 

sont les mSmes, I'ordre pr^s, que les quantit^s ^v; le produit 



est done compost des mfimes facteurs que le produit precedent; 
ou, en pr^cisant, tout facteur de Fun des produits est anssiun 
facteur de Tautre produit. On sait queFordre des facteurs n'inler- 
vient pas; on a done 
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et en meme temps la fonclion H(M, Q) dont le d^veloppement se 
d6duit du prudent en y remplagant 20) et 2 to' par les p&riodes 
quivalentes 20)1 et ao/ n Q 6tant ce que devient q par suite de 
cette substitution 

TT/ r%x V~ >KU */^ ' 3/iri!i 

H(M, Q) = 2/' 



awj au)! 



Nous allons dernontrerque lesfonctions H(M, Q) et H(//, q} son! 
identiques, a un facteur exponentiel pr&s de la forme he* u *, a de- 
signant une constante. Cela rsulte de 1'egalite 



car, si Pon y remplace chaque fonction rf par la fonction H corrcs- 
pondante (n 21), on obtient cette autre egalite 



dans laquelle p, p<, A et A { sont des constanles convenablemcnl 
choisies. On en d^duit imm^diatement 



Aet a d^signant des constantes. Nous allons determiner a. 

Revenons aux notations habituelles des p^riodes pour les fonc- 
tions de Jacobi, en posant 



0)!= L, 



-* 



avec 



a, 6, c, rf 6tant des entiers tels que 
(10) ad be i. 



Ces quatre entiers ne p^uvent pas ^tre pairs tous les quatre ni 
impairs tous les quatre. Si b est pair, a et d sont impairs; si a est 
pair, b et c sont impairs. 
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Pour determiner a remarquons que To a a 









s 6tant dgal a + i ou a i suivant la parit des entiers d et c. On 
u en efFet 



changeant, dans les deux membres, u en z^ + aczK/ et se rappelant 
la formula (n 77) 



on a la seconde des formules (i i) ou 

S=( l)*H. 

La relation 

H(l l Q) = A'H(, S r) 

donne alors, en changeant u en z*+ aL dans le premier membre 
ot ?/ en la quantit<5 equivalenle u -f- 2 <^K + 2CK 7 dans le second, 



L, Q) = 

Divisant membre a membre ces deux dernieres relations en tenant 
compte des Equations (it) nous trouverons 



Cette relation ayant lieu quel que soit U, les termes en u doivent 
disparatlre dans Fexponentielle, d'ou la valeur de a 



Comme verification, remplagons a par sa valeur dans la for- 
mule (12) et r^duisons en remplagant L par JK + czK', nous ob- 

tenons 

i = s( i)fc 

ou, d'aprfes la valeur de e, 

( _ I yrf+i)(c4-i) = i } 

relation, 6vidente, car d et c ne peuvent 6tre pairs tous deux. 
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On a done, en definitive, T^galite fondamentale 



ou A est une constante qu'il reste determiner. Nous ne nous 
occuperons pas ici de ce calcul. 

On voit qne, au point de vue ou nous nous plagons ici, la fonc- 
tion H de Jacobi se comporte d'une fagon moins simple que la 
fonction rf, pxiisque a 1 ne change pas quand on remplace les p6- 
riodes par des p^riodes ^quivalentes, tandis que H se reprodait 
multipliee par une exponentielle. 

Cette relation etant obtenue, on en d^duit ais&nent des relations 
analogues entre les fonctions 0, i, H< construites d'une part avec 
K et z*K 7 , d'autre part avec L et iU. II suffit dans la formule (i3) 
de remplacer, dans le premier membre, u par u -4- L? ou u + z'U, 
ou w-hL-hzL^ etdans le second membre, wpar les valeurs 



Tenant alors compte des relations du n 77 5 on aura les relations 
demand^es. Ges relations prennent des formes difiterentes suivant 
les parites des nombres a, &, c, d. Elles permettent d'exprimer le 
module des nouvelles fonctions elliptiques en fonction de k. 

Nous ne les dcrirons pas, etnous renverrons le lecteur au Cour& 
de M. Hermite &. la Facult6 des Sciences, oti les calculs sont 
pouss6s jusqu'au bout dans une hypoth&se particuli^re sur les 
qua tre en tiers, 



NOTES. 



NOTE I. 

IMPOSSIBILITY DE I/EXISTENCE D'UNE FONCTION CONTINUE 
AVEG DEUX PfiRIODES DONT LE RAPPORT EST RfiEL. 



Soil F(w) une fonction d'une variable imaginaire avec deux periodes 
j> r et u> dont le rapport esl reel 



a 



a et b etant r6els. Si Ton fait 



quand z augmente de a, u augmente de o>, et quand z augmente de b, u 
augmente de co'. La fonction 



admet les deux periode$ rfelles a et b. Nous allons demontrer la propo- 
sition suivante : 

Ou bien les p6riodes a et b se r&kisent b une; on bien la fonction /(z) 
cst constante* 

En effet, la fonction admettant les deux periodes a et b admet gale- 
ment toutes les periodes 



ou M et N d^signent deux entiers quelconques positifs n^gatifsou mils. 

Consid6rons un axe Oil? et prenons sur cet axe un segment OA. egal a a. 
Si Ton prend, sur cet axe, un point x d'abscisse x, on peut toujours cboisir 
un entier m positif ou n^gatif de telle fa^on que le point 

= x H- ma 
oit ^ i'origine ou sur le segment OA : appelons ce point le point homo- 
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logue de x. Alors considerons les points d'abscisses 

6, 26, 36, ..., rib 

et leurs homologues 

. a? 2 = ib -+ m*a, > x fl = rib -\- 



tous situe"s sur OA. Toutes les quantiies # l3 # 2) > #/i et toutes lours 
differences # v ^ sont des periodes de/(s), car elles sont toutes do la 
forme Ma -+- N. M et N etant entiers. 

Fig. 26. 



Si tous les points arj, ^ 2) -> ^ sont distincts, ii en est an moins dcu\ 
a? v et # dont la distance soit au plus egale a - 

TL ~~ I 



a 



_ 



en effet, si Ton divise le segment OA en 71 t parties cgales, il existc m'- 
cessairement une de ces divisions qui contient au moins deux des points* 
La fonction admet alors la periode 



et Ton a 



Faisons croitre maintenant n ind6fmiment. Deux cas sont & disiinguer : 

i & Quelque grand que soit n les points a? 1} x^ . .., x n sont distincts : 
alors la fonction admet une periode co^ diffirente de z6ro mais aussl 

petite que Ton yeut, car elle est au plus egale a - La fonction est une 
constants : en effet, on a 



quel qpie soit n. Quamd n .au'gmente ind^finiment, o> n tend vers ze"ro ; le 
rapport figurant 4au*$ 1^ ^Mer membre tend vers la d^riv^c /'(,s) et 
Fon trouve ? . 



2 II existe uoe vafeor de n telle que deux des poims 
soient confoadus 
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On a alors 

v b -4- /n v a = {JL& 4- /?ip.a, 
relation de la forme 



p ct # ctani deux entiers que Ton peut toujours supposer premiers entre 
eu\, car on peut toujours, clans la relation (i), diviser les deux membres 
par les facteurs communs a p et q. Dans ce cas, les periodes a et b se re- 
duisent a une. En efTet, p et q etant premiers entre eux, il existe deux 
autres eniiers// et q' tels que 

(>,) pq'-qp'^i. 

Designons alors par c la quantite" 

(3) 



c est evidcmmentune periode de/(^); d'autre part, en rdsolvant les rela-' 
tions (i) et (3) par rapport a a et &, on a, d'apres (2), 

a = qc, b ~ pc] 
les pdriocles a el i sont done des multiples d'une periode unique c. 



ADDITION /V LA NOTE I. 

IMPOSSIBILITY D'UNE PONCTION UNIFOBME ET CONTINUE AVEC TROIS PERIODES. 

Imaginons une fonction/(4?) d'une variable imaginaire z avec trois pe- 
riodes a, ^,7 dont les rapports sont imaginaires. Nous allons montrer ou 
que la fonclion cst constante, ou que les periodes se re'duisent a deux. 

Remarquons d'abord que la fonction adoxet cotnme pdriodes toutes les 
qu an tile's 

(i) Mot-4-Np4-PY, 

M, N, P e*tant des entiers positifs, ne"gatifs ou nuls. Gonstruisons ensuite, 
dans le plan repr6sentatif desimaginaires, le paralle"logramme des periodes 
a et p r OABG, ayant pour sommets les points 



o, a, , 
Un point quelconque z du plan a, dans ce paralle*logramme, un homo- 
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logue 

I el m etant des entiers, convenablement choisis. 

Fig. 27. 




Consid6rons alors les /i 2 points 



ou TZ. est un entier et leurs homologues 



La fonction admet comme p^riodes toutes les quantit6s ^i, ^ s ? * 
et les differences de ces quantitds deux a deux, car ces quantit^s et leurs 
differences sont de la forme (i). 

Appelons X la longueur de la plusgrande diagonale du parallelogramme 
OABG. Si tous les points 



sont distincts, il en est au moins deux^ v et^dont la distance estmoindr< 
qoe - En effet, divisons les c6te"s OA et OB en (n r) parties e"gale! 

et menons par les points de division des paralleles aux c6t6s du parall& 
iogramme OABG : BOUS diviserons ce paralUlogramme en (/i 1) case: 

^galesettreeyes;a^ntpourgrandediagonale ^7-; sur les /&* points (2) 

, daas un0 de ces oases. Leu: 
X* //''. 

71 '~~ i I I 

est moindre qu ' V.v-.'/^.ljfe' fo^ction adia^t don6 la 
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dont le module est moindre que 



Deux cos sont a distinguer : 



n i 

I-.K-L-- 



1 Quelque grand que soit n les points (2) sont toujours dislincts. La 
fonction aduicl alors une pdriode non nulle w/i dont le module peut devenir 
aussi petit que Ton veut. Elle est constante, car 



donnc, pour n infini, 

/'(.) = 0. 

2 Pour une certaine valeur de n, deux des points (2), z v et js^ coin- 
cident. On a alors 



relation de la forme 

(3) pa-h^pH-rY = o, 

p, <7, r e*tant trois entiers qu'on peut toujours rendre premiers eatre eux 
en (livisant (3) par les facteurs communs a p, q, r. Les periodes se re- 
dulsent alors a deux. 

En elTet, appelons $ le plus grand commun diviseur de p et q : on peut 
determiner deux entiers/?' et q' tels que 

Posons 

a 4- 2. p ~ a, 




s 



(5) 



a et sont des periodes de la fonction, car *- et 2 sont entiers. Les Equa- 
tions (5), r6solues par rapport a a et p, donnent 



(6) 

et la relation (3) devient 



q'a 

* 



3g4 NOTE I, 

s et r etant des en tiers premiers entre eux. On pcut choisir ileus, entiers 

r' et $' tels que 

rs' $r'= i 
et en posant 



(8) 

c est une periode. On tire de (7) et (8) 

a = re, Y = $e 
J'ou enfin, d'apres (6), 

a = q' re - b, 



Y = sc. 

Les trois periodes se reduisent done aux deux & et c. Gette d<$rnonstra- 
tion est emprunte*e a Riemann (OEuvres compl&tes, p, 



NOTE II. 

CONVERGENCE DU PRODUIT DOUBLEMENT INFINt QUI SERT 
A LA DEFINITION DEtfu. 



Pour dt'finir tfw nous avons considth'e le produil doublement infini 



i j 

a H S 



a, 3, =t...,oo, 



= o cxclus, 



et nous avons admis que cc produit est convergent. Pour le demontrer, 
nous etablirons la convergence de la s<rie obtenue en prenant les loga- 
rithmes dcs facteurs 



Si Ton choisit pour determination du logarithms de (i j celle qui 

tend vers ze*ro quand w devient infini, le terme general peut s'e"crire, en 
d6veloppant le logarithme en se"rie : 

u* [ i i it i u* \ 

t w - --- ~ ( - 4. - ^ r - 4. . . . 

tv 3 \3 4 w o w l ] 
et Ton voit que le rapport 



tend vers i quand w devient infini, D*apr^s cela il nous suffit de conside"rer 
la somme 

2'^ i w 3 __ u* \ r J__ 
3 > " T^rf 5J 7 

ou encore de dimontrer la proposition suivante : 
La sirie 



m r. _L_r 

= 0, 4-1, 



(m =3= o, n = o exclus) 
ie convergent^. 



3g6 NOTE ii. 

Nous reproduirons une demonstration de ce the'oreme due a Eisenstein, 
telle qu'elle est exposde par M. Hermite (Cours de la Faculte des 
Sciences, 3 e Edition, p. 121 3). 

Solent a? et y les coordonn6es cartdsiennes d'un point, envisageons Pel- 
lipse donne"e par liquation 

mod 2 (2 co x +- 2(0^)= i 

oil le premier membre est le carre du module de 2toa? -+- ao/y, et dsignons 
par A son grand axe. Pour toutes les valeurs de x et de y qui repr6sentent 
un point de la courbe, on a done 



A 2 
ou bien, comme en ce point mod 2 (2wa7-H20)'y) = i, 



Qette relation etant homogene par rapport aux variables a? et y subsistc 
si Ton y remplace x et y par Xa? et \y> X etant une quantit^ quelconquc; 
elle a done lieu quelles que soient les valeurs de x et de 7. Nous la 
mcttrons sous la forme 



Une limite superieure du module de la somme consid<Sree est done 
et ii su ffit de ddtnontrer la convergence de cette seVie 



A \ 

qui est d ; une forme plus simple. 

A cet effet, partageons le plan en carr^s par des paralleles aux axes Oj 
etO^dontles abscisses et les ordonndes reprdsentent tous les nombres 
entiers. Les sommets de ces carr6s ? Torigine dtant mise a part, ont ainsi 
pour coordonn^es tous les nombres entiers et correspondent aux divers 
termes de la serie 



Gonsid^rons d*abord la suite form<5e par la somme des termes corres 
pendant aux sommets sitn6s sur la bissectrice Qz de Tangle des coor- 
doan6es arOy; pour ce's points on a m = n: la somme envisag^e est done 
e"gale r ^ un facteur numerique prds y a la serie simple 



e$t 
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Prenons rnaintenanl la somme des termes pris sur Ox et dans Tangle xQz ; 
il suffira 6videmment d'etablir sa convergence pour demontrer notre pro- 
position. 

Soit, pour abr6ger i'ecriture, 



et posons 

1*1 = (i, o), 

z* 2 = (2, o) +(a, i), 
zi 3 r=(3, o) +(3, i) 4-(3. a), 



, i)-h...H-(m, TO i) 
la scrie simple a laquelle nous sommcs amenes 3 savoir 



est manifcstemcnt convergente. En effet, chacun des m termes qui com- 
posent u m est plus petit quc le premier (m, o) qui est egal a ^- Oa a 
done 



Ainsi la sdrie M/ a pour limite superieure ^jj ^ ont ^ a ^aleur est 



finie* 

La se"rie proposde est done convergente et a une somme ind^pendante 
de 1'ordre de ses termes; comme nous Tavons dit en commencant, on en 
U^duit la convergence du produit doublement infini qui sert a definir tfu. 



NOTE III. 

SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS 6 EN FACTEURS. 



Nous avons a la page 121, en ideniifiaiu 1'expression de 0! sous forme 
de produit avec 1'expression de 61 sous forme de s6rie, obtenu I'idcntit6 

j A( 

( 

Nous avons reservd a ce moment la determination de la constante A. Voici 
la ineihode que M. Biehler a donne'e pour determiner A, me*thode que 
nous empruntons & une Note de M. Hermite placed i la fin de la dernidrc 
edition de 1' Analyse de Serret. 

Considdr,ons le produit compose" d'un nombre fini de facteurs, 



le ddveloppement suivant les puissances positives et negatives de z sera de 
la forme 

i 

sj 

Gela etant, Fidentite* suivante, qui se vdrifie imme'diatement, 



donne entre deux coefficients conse"cutifs, A,- et A/_ 4 , la relation 

Ai-(l gra+i') = A/-JL ( 

Nous en tirons successivement 



A..A. ?<-?.':''. 
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ct 7 par consequent, 

A = A 2!! 1 

1 ^-. 

Tous les coefficients du ddveloppement s'obtiennent done au moyen du 
premier A , dont voici la determination, 

Supposons 1 = 71 et remarquons que dans f(z) Ie terme en z il ayant 
pour coefficient yn-3-t-...H-2n-i j on a imme'diatement A /t = ^r /ia , d'ou, par 
consequent, 



t 





ot enfin la valeur cherchde que j'ecris ainsi 

A - (T y 2 " +2 )(i 
o- 



Gela e'lanl, faisons croitre indefiniment le nombre /z, cette expression nous 
donna 



A 





<^t Ja relation entre A t - ct AQ devenant simplemenl A.= Ao^ 1 *, on est con- 
duit a 1'egalite 



fl suffit maintenant de poser 3 = e 2 ''^ pour en conclure 
(14- a 



La valeur de la cOnstante A qui figure dans la formule (i) est done 

A =(l-J)(l -?*)(!- ?)(!-$').... 



RESUME DES PRINCIPALES FORMIJLES. 



FONCTIONS DE M. WEIERSTRASS, 



Developpements en produits et series infinis. 



u rmt 

' 



1*2 ^ (w /wit)* 

(> = 2mCi> - 

n' 



==: z? "*"^li L(^ *>Y "" ^ 



Developpements en series entieres. 



RESUME DES PRINCIPALES FORMULES. 

Relations entre pu et ses derivees. 



^To m o gendite. 

to, (j.o) ; ) = j,o'(alci}, co'), 
/ 

w, ^ r )= ~?(^|w, o> r ), 



, p-o) 7 ) = "i^a(w, co'), 

? {AU>')=: -L^ 3 (0>, 0)'). 



Degdndrescence. 
i" o>'= c : 



1C 7T# 

_cotang + u, 



==oo, <o =00 : 






P6riodicit et for mules d'addition. 



27), ^ = ?W, 

aV, ' V=*X, 

A. KT I. 26 



RESUME DBS PRINCIPALES FORMULES. 



2/nU) 



= 1 /P^-P^V 
4 \ pw pp / 



<s = 



Racines e t , e 2 , e 3 . Fonctions 



-^ *("'-). 



p' w _.. _ 

Les fanctioms cTg, ,< te sotit 



RESUME DES PRINCIPALES FORMtJLES. 4o$ 

Valeurs reelles de pu quand w et ~ sont reelles. 

Conside'rons le rectangle de sommets o, to, to-i-to', to'. Quand i'argu- 
mcnt u de"crit ie contour de ce rectangle dans le sens o, to, to -HCD', u>', o, 
la fonction p u diminue constamment de 4-00 & oo : 

i Quand u va de o au sommet co, pu est reel et decroit de oo a e t ; p'u 
cst ne*gatif. 

a Quand u va de w a to 4- u/, pz* decroit de ^ a e 2 , p'a'est purement 
imaginaire positive. 

3 La variable u allant de w + CD' a co f } p w decroit de e 2 a e 3 , p'u est 
recllc ct positive. 

4 Enfin u revcnant de w' ao, pu decroit de e 3 a oo; p r zi est purement 
imaginaire negative. 

En tout point pris dans le rectangle, pu est imaginaire. 



FONCTIONS DE JACOBI. 



Series trigonometriques. 



-^ y^ 25 sin 5 P . .. 7 

HI ( u ) = a {/^ cos P 4- st v 7 ^ cos 3 P 4- a f" cos 5 P 4- . . . , 
6(w) = i iq cos a PH- 2^* cos 4^ 2^ 9 cos6p +-. .., 
0^(14) = i -t-2^ cos^v H- agr 4 cos4^ -h 2^ 9 cos6t> -h 



X ~ e -rz { * u + l *'\ Zeros de H (u) 



4o4 RESUME DBS PRINdPALES PORMULES. 

Produits infinis. 



ic-t- < 



demi-ptrwde ou d'ime periods. 



L = e 



= e(a), 



Relations entre les tf et les 2f. 



rfto 



UEStlME DES PRINCIPALES FORMTTLES. 

FONGTIONS sna, en u, dnw. 



i HO) 

sn u = -7= -A / \ 3 



/I'H^ ;T _ H(K) _ H t (o) 

= V A : ~eTT' ^ ~ C) ~ ic) 



Addition d'une demi-p6riode ou d'une pdriode. 



r,r 



iK') = cn, 
iK' = dnit. 



dn(u-(-aK)= 
Argument purement imaginaire. - Relation entre pw et SUM. 



u|K',<K) 
- 



RESUME DBS PRINCIPALS FORMULES. 



Valeurs rdelles de snw, cnw, dna quand K et K' sont reels 
OA = K, OB = K', 



u 
sn u 



u 
en a 



u 
dnw 



A G B 
i 

I T 00 



A B 

O I 00 



G A B 

o k' i oo 

Fig. 28 



A sc 



For mules d' addition. 

u a) dna. 



& 2 sn 2 u H- dn 2 u = i , ^ /L ' 

sn K en p dn p H- sn 9 en M dn M 
i X: 2 sn 2 wsn 2 p 3 

en u en <> sn u sn p dn u dn p 



en (a -4- p) = 



^ n ^ dn P ^ 2 sn u sn P en u en P 



HKSUMK DBS PIUNCIPALES FORMULES. 47 

Si Ton suppose K ct K' li^cs par Ja condition 



on a 



= sn&dnw, 

. /c 2 sn u en u. 
da 

Developpements en series entieres. 



FIN. 



ERRATA. 



Page 3i, fonxuile (3i), remplacer z par w. 

Page 867, formula du bas de la page et page 368, premiere formulc, mettre 
partout des signes -h. 



TABLE DBS MATURES. 



CHAPITRE I. 

Notions pr&limiaaires. 

I. GKNKHALITKS sun LES FONOTIONS UNIFORMES. 

Pages. 

1, Fonction rrtguliArc en un point, Zero ............................... i 

$ Points singultcrs. PtMes. Hcsidus. Points singuliers essentiels ......... a 

3. Hemarquti Rur Ics ztfros ct les p61es ................................ 3 

4. Point t\ I'infmi ......................... . ............................ 3 

5. Hrmarque aur la convergence des series ............................. 4 

0. Un function unifurrne nSguliere en tous Ics points d distance finie et 

inOttic ost une constante ........ , ........................... ^ ..... 5 

7. Los 7,c>o8 ct Ics pMcs d'une fonction uniforme, n'ayant d'autres singu- 
lariUs quc dcs poles a distance fmic, sont n6cessairemcnt Isolds Ics 
uns des autrcs .....,.., .......................................... r 5 

II. FRACTIONS HATIONNKLLKS. 

B Objct d ce paragraph* ............................................. 6 

9. Fraction rationnclle particuli^re. - .................................. 7 

10, Cas gn&l. Poles et ze>o$, Ordre ..................... . ............. 8 

1 1 . Formes anal ytiques principals des fractions ratioaoeHes ......... .... S 

i Premiere forme metUnt en evidence les p6les et les parties prin- 

clpales correspondantes. Decomposition en fractions simples..*. - 9 
a* Deuxiime forme raettant en evidence les zeros et les infirm. ..... 10 

.* ......................................... 1 1 

detxx fractions rationnelles. TWoreme d'adr 



14 , Objet de 

!$* Faction fi^wj n:dMtt(tioff. $*x T*x prodait infini. Fonctious cotw et 



dfes &6ries 



4lO TABLE DES MATIERES. 

Periodicity >* 

D6veloppements en series de puissances i(\ 

.Exercice * r > 

16. Fonctions trigonomdtriques en general *<i 

Relation algebrique , if> 

Theoreme d'addition algebrique ^> 



CHAPITRE II. 

Generality sur les fonctious elliptiques. 



I. TlIEORKMBS OENERAUX. 

17. Definition 18 

18. Parallelogrammes des periodes ID 

19. Theoreme fondamental. Une fonction elliptique devient n6cessairemcnt 

infinie dans un paralieiogramme eiementaire ; sinon elle se reduit a 

une constante * 20 

20. Une fonction elliptique a un nombre lin)it de p61es dans un paralHlo- 

gramme ^lementaire ui 

21. Fonctions or, E, p, Z, H au 

P^riodicit6 de p u , a,*j, 

EiFet de 1'addition des periodes a I 1 argument de ? u a5 

Notation de Jacobi et de M. Hermite Sk5 

Effet de 1'addition des p^riodes a 1'argument de <fu ct de Hu aO 

22. Remarque 28 

23. Gas de dege"ne>escence UD 

II. PREMIERES EXPRESSIONS DBS FONOTIONS ELUPTIQUEQ. 
DEOOMPOSITION IN ^I^MENTS SIMPLES. CONSEQUENCES. 

24. Cas des p61es simples 3o 

25. La somme desr^sidus d'une fonction elliptique en tous les p61es situds 

dans un parall 61 o gramme des periodes est nulle 3a 

26. Formula de decomposition en elements simples dans le cas ofc certains 

poles sont multiples 3a 

27. Formula de decomposition en elements simples avec la notation de 

M. Weierstrass 35 

28. Remarques 35 

29. Regie pratique pour la decomposition d'une fonctioa elliptique /(u) 

en elements simples 36 

30. II ne peut pas exister de fonction elliptique ayant, dans un parallelo- 

graname, un seul p61e, si ce p6Ie est de premier ordre 87 

31 . Exemple. Decomposition- de p* u en elements simples S8 

32. Relation algebrique entre p u et sa dfoivee jf u ., ; 4^ 

33 Developpements en series de puissances de p w, tj i^, a 1 u jx 

34. Inversion dans les notations de M. Weiersttass , . , a 



TABLE DBS MATIERES. 4 n 

35. Int6gration d'une fonction clliptique ............... /j 

36. Homogi$ne"itc l ..................................... ............ ....... 43 

37. Gas de de'gc'ne'rescence ......................................... ' // 

III. DEUXIKME FORME DES FONCTIONS ELLIPTIQUBS. 
DECOMPOSITION KN FAGTEURS. CONSEQUENCES. 

38. Decomposition en factcurs ..................................... /5 

39. TUdonime dc Liouvillc. Si Ton considtoc les z<$ros el les infims d'une 

fonclion clliptique situtfs dans un paralldlogramme des pcSriodes, la 
Hommc des sitfros nc diffdrc dc la sommc dcs infmis que par dcs mul- 
tiples dc pth'iodcs ............................................. / 

40. Notations dc Jacob! .................................... !..... ....... [\ 

41. Deux fonotions clliptiques ayant les m6mes z^ros et les m6mes infmis 

nc di(T6rcnt que par un facteur constant ........................... /J 9 

42. Ordre d'une fonction clliptique ...................................... 4 9 

Kx mple .................................................... \\\\\\ 5o 

IV. KXEMPLES DE DECOMPOSITION m FAQTBURS KT EN ALIMENTS SIMPLES. 

KOUMULE D'ADDITION ALGKBRIQUE pouupw. CONSEQUEKCES. 



43. Decomposer en faclcurs la fonction /(w) = pw pv ................. 5o 

44. Formula d'addilion pour & ......................................... 5 t 

45. Formule d'addition pour pu ......................................... 5^ 

Aulrc forme dc la formule d'addilion ............ , ................. 5a 

4(5, Decomposition dc p'u en factcurs .................................... 62 

47. Kffct do Paddition d'unc dcmi-pcriodc a Targumcnt de pu ........... 54 

48. Expressions dc $ u e v Voactions a',, c 1 ,, ^ ......................... 55 

49. Toutc fonction elliptiquc aux pdriodes at> ct ao)' est unc fonction ra- 

Uonncl Ic de p u ct p' u ........ . ................................... 56 

Remarque ....... , .............................................. 5^ 

50. Remarque sur rinUgratiom d'unc fonction elliptiquc suppos^e mise 

sous forme d'une fonclion rationnelle de p et p r ................... 58 

51* Entre deux fonctions elliptiques aux m^mes p6riodes il existe une 

relation alg^briquc ................................................ 60 

51*. Toute fonction elliptique admet un the'oreme d'addition algcbrique... 6j 



Exercices sur le Cbapitre II 



CHAPITRE HI. 

Atude des valours reelles de pu, lorsque o> est reel et u' purement 
imagiaaire. Applications. 



I, VALBTJR$ H^EUBS BE pa OUAND w ET - SONT R^ELS E,T POSITIFS. 



2, Les invariants # t et #, sent alors rebels 
3t Valetirs relies de.rargument 



412 TABLE DES MATIJSRES. 

Pages . 

54. Argument purement imaginaire ................................... 7 

55. Racines e lt e a , e s .................................................... 7 a 

56. Autres valeurs de u rendant p u reel ................................ 7 a 

i Argument u -+- to', w reel ....................................... 7^ 

2 Argument it w, t reel ........................................ 7^ 

57. Resum6 ............................................................. 7 5 



II. filUDE DE LA CUBIQUE DEFINIE PAR LES EQUATIONS X = p M, y = p' W. 

LEMNISCATE. 

58. Gas general ......................................................... 75 

59. Condition pour que trois points soient en ligne droite ................ 76 

60. Formule d'addition ........................... . .................. 77 

Addition d'une demi-pdriode ...................................... 7^ 

61 . Tangentes menses par un point de la courbe ........................ 79 

Points d'inflexion .................................................. Bo 

62. Condition pour que 3/i points de la cubique soient sur une courbe 

d'ordre n ............................................ ........ ...... 81 

Applications ..................................................... 8a 

Courbes de contact ........................................ . ..... 82 

63. Gas particulier ofc co et sont reels. Forme de la courbe. Nature de 

Pargument donnant des points reels ............................... 84 

Tangentes menses par un point P de paramdtre 9 ................ 86 

Points d'inflexion ............................................... * 87 

64. De^dnerescence .................................................. 87 

65. Rectification de la lemniscate ....................................... 89 

III. PENDULE SPHERIQUE. CORPS PESANT DE REVOLUTION. ^LASTIQUE QAUGHE, 

66. Pendule spherique ................................................... 90 

Calcul de z ........................... ............................. ga 

Calcul de ^ ................................................... . . 98 

67. Corps pesant de revolution niobile autour d'un point de son axe ..... 96 

Calcul de fy .................................................. , , . . . 98 

Calcul de <p ....................................................... 100 

68. Gourbe elastique gauche ............................................ 101 

Exercices sur le Chapitre III ...................................... 108 



CHAPITRE IV. 

Etude specials des notations de Jaoolbi. 



I. FONOTIONS DE JAOOBI. 

Q. Objet du Chapitre ,06 

70. Periodes ,06 



TABLE DES MATIERES. 4t3 

Pages. 

71 . Ddvcloppcment en scrie simple de la fonction Z w 107 

72 . Function II . no 

73. Pc'veloppement de II (M) en sdrie trigonometrique in 

74. Functions H, H,, 8, t dc Jucobi u4 

75. 7eros des fonctions H, II,, >, 6), n6 

7G. Formulas relatives a 1'addition d'unc pe"riode ou d'unc dcmi-periode,. 116 

77. Addition d'uu nombrc cnticr dc periodcs 1 19 

78. Devcloppcments de II,, 0, 0, en produits infinis simples 119 

70. Rclution^H'(o) -1^(0) 0(o) 0,(o) 121 

IVmarquc * 122 

80. Formulas relatives & l'c*changc de K et de K f 122 

81 . Diverscs notations usitccs pour les fonctions dc Jacobi ia4 

82. Relations cntre los a* ct les Sr 126 



II. FONCTIQNS sna, en a, dnw. 

83 Dc^fiuition ........................................................... 126 

84. Addition d'unc pririode ou d'unc dcmi-p6riode ........................ 127 

85. Construction, & 1'uidc dcs fonctions snw. cnw, dnw, des fonctions ellip- 

tiques uux p(';riodes ua> ct uw' ou aK et 2K' ........ . ............. 127 

80, Periodicity 7/ i ros, p61cs dcs fonctions sn, en, dn ..................... 128 

87. Konnuk d'addition pi^lirninairc ..................................... 129 

88. Uclaiions cutrc 1^8 fonctions sn w, en M, dn it .......................... 129 

80. Module. Modulo complementaire ..................................... 180 

00* Kormule d'addition pour snw et cnw ................................. i3o 

Kormulc d'addition pour dnw ...................................... 182 

Autrcs formules ........................................... '. ....... i32 

tl . D^rivdes des fonctions sn u> en M, dn u ............................ ... 182 

MultipHcateur, .... ................................................ i33 

92* Expression du multiplicateur en fonction des periodes. Choix de pe"~ 

riodes tellcs quo le multiplicateur devienne 1'unit^ ................ . . i33 

93. D6rlve*es successiYes ................................................ i34 

94. Ddvcloppements en series dnti6res ................................... i34 

95. D^rSv^es des fonctions inverses. Premiere idde de Inversion a 1'aide des 

fonctions de Jftcobi ............................................... i35 

96. De*g6n6rescence ..................................................... 186 

i # =s o ......................................................... *36 

a k* sa i .......................................................... *3? 

07. RelaUott entre p w et sn u ........................................... 187 

98. Th&rtee. Toute foactton elliptique auac pe"riodcs aK et ai'K' est une 

fonetiott ratiot^He de B*W et sa 4e>*yie ..................... , ..... 140 

99* De>eloppements de t\ et de V < series .............................. i4o 

100. Exemples de decomposition en e'ldments simples et d'inUgration ...... 142 

Remarque. ....* .................................................. x4^ 

101, Notatioasd'AJael*.. ................................................. <5 



Ixerctces sur le Qkapitre IV 



TABLE DES MATURES. 



CHAPITRE V. 

Etude des valeurs reelles de SUM, cnw, dnw quand K et K' sont r6els. 

Applications. 



I. K ET K' REELS. 

Pages. 

102- Le module est reel et moindre que i ................................ 1^8 

103 . Argument re'el ...................................................... *4# 

104. Argument de la forme p + iK/, v re'el ................................ 1^9 

105. Argument purement imaginaire ..................................... 1^9 

106. Argument de la forme K -+- I'M, u re'el ............................... i5i 

107. R6sume ............................................................. i5a 

108. Expressions des pe>iodes par des iute'grales deTmies .................. i5a 

109. Relations entre K, K' et A 1 ........ ' ................................... i53 

110. Inversion .......................................................... i55 

111 . Expression de K par une se*rie hyperge'ome'trique .................... i55 

112. Valeurs re*elles de pw, dans le cas ou w et -7- sont re*els, raltache'es a 

celles de sn 3 u ..................................................... if>(> 

II. BlQUADRATIQUE GAUCHE ; SURFACE DES ONDES. 

113. Equation de la biquadratique ....................................... rfio 

114. Forme de la courbe ...................................... . .......... i(>2 

115. Condition pour que qualre points de la courbe soient dans un m6me 

plan .............................................................. 16$ 

116. Plans osculateurs rnene's a la courbe par un point de la courbe ........ i65 

117. Determination des surfaces du second ordre passant par la biquadratique, 166 

118. Equation de la surface des ondes .................................... 167 

119. Expression des coordonne*es d'un point de la surface en fonction de deux 

parametres elliptiques ............................................ 169 

120. Intervalles dans lesquels il suffit de faire varier la partie re*elle et le 

coefficient de i de chaque argument pour obtenir toute la surface . . 170 

121 . Les lignes paramStriques sont orthogonales .......................... 170 

122. Points singuliers.... ................................................ i^ 

123. Plans tangents singuliers .......................................... . i^$ 

124. Forme de la surface. Distribution des valeurs des paramtres ........ 176 

in. PBNDULE SIMPLE. ^LASTIQUE PLANB-. CORDE A SAUTER, 

MOUVEMENT A LA POINSOT. 



T25. Pendule simple 

126. felastique plane 

127. ,Corde a sauter 

128. Mouvement a la Poinsot 

Cas de de'ge'ndrescence 



TABLE DKS MATURES. 4l6 

Pages. 
120, Horpolhodic aoo 

130, Vitcascs <le rotation autour des axes fixes ao5 

131 , Lcs nettf cosinus d&luits dc liquation dc I'hcrpolliodie ao5 

Kxcrcices sur le Chapiire V 208 



CIIAPITRE VI. 
Fonction p p^riodes imaginaires conjugates. Discriminant negatif. 

I. LK DISCRIMINANT EST NEQATIK. VALKUllS HKKLLE8 DB pu ET DE jp' , 

13$. Objct de ce paragraphc ............................................. an 

133* Les invariants sont rebels ............................................ an 

134. Arguments r6els, purcmcnl imaginaircs, iniiiginaircs conjuguds ....... an 

135. Les racincs e a , c p e, sont Tune rdelle et les deux antrcs imaginaires con- 

jugu^cs ........................................................... ui3 

136. Valeurs dc u pour lesqucllcspw ct y'u sont rdcllcs toutes les deux.. 2i5 

U. KXPttKBSlQN 11KS PICRIODKfl DK J1 PAR DKS INTKGRALKi? Dl?FINIEa DE LA PORME 
NOHMA1.K DK LKQKNDRK, DANS IK CAB DU DISCRIMINANT NKOATIF. 

I!i7. Kxprcssinn des juSriodcs en fouction des invariants ................... 216 

138. Los inu^rales donnaui les valeurs de w u ct w' t ramcn^cs & la forme ca- 

noni(juo de Lc^oudrc .............................................. 2117 






130. Variation du rapport ~ 
rr 



III. UBTOUa A T,A FONCTION p A DISCRIMINANT POSITIV. EXPRESSION DES PKRIODES 
HOUR LA FORME DE LKGKNDRE, 

140. Les int6flrales qui d(Sfinissent les pdriodes ramcnc'es a la forme cano- 

nique dc Legendre ........... * ................................... aao 

6)' 
141* Variation du rapport -r- .............. ........................... aaa 

IV. CAS DU DISCRIMINANT N^OATIF. APPLICATION OEOMETRIQUE. 

142. fitude de la courbe x = p w, y ~ p' u ............................... aa3 



V. DISCRIMINANT NdaATiF; APPLICATION AU MOUVKMENT D'UN PROJEQTILB DANS 

UN MILIEU DONT tA RESISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE LA VITESSE. 

143. Equations difftontiellcs et inte'grales premieres ....................... aa5 

144. Integration par les fonctions elliptiques .............................. 328 

145. D6veloppements dejK et de t en s6ries entires ordonn^es suivant les 



puissances de u 







4i6 TABLE DBS MATURES. 



CHAPITRE VII. 

Integrates elliptiquies. Reduction & la forme normale de Legeadre 
et de Jacobi. Inversion. 



I. INTEGRALES ELLIPTIQUES. 

PagOH. 

146. Exetnple e"le"mentaire de la m^tliode employee pour calculer )cs intti- 

grates elliptiques .......................................... * ...... a33 

147. Integrates elliptiques ............................................... a34 

148. Premiere reduction de I'inte'grale elliptique ......................... a35 

II. FORME NORMALE DE LEGENDRE. INTEGRALES DE JACOBI. 

149. Forme normale de Legendre ......................................... a35 

150. Integrates de premiere, seconde et troisieme espce, d'aprcs Legendre 

et Jacob! ......................................................... a38 



Formule rScurrente pour Je calcul de / sn 1 " u du. 



III. REDUCTION A LA FORME NORMALS DE LEGENDRE. 

151. Cas d'un polyn6me bicarre" ...................................... f . . . 24 

152* Reduction a la forme normale, en quantit6s re'elles, dans le cas d'un 
polyn6me bicarr6 de la forme A(^+a)(a; a H- p), A, a et p 6tant 



Type 1 ........................................................ 243 

Type II ................................. ........................ a/|3 

Type III ........................................................ a43 

Type IV .................................................... .... s4$ 

TypeV ........................................................ a44 

153. Reduction a la forme canonique de Legendre en quantity's rdelles, 

quarid y est la racine carre'e d ? un polyn^me du quatri^me degre* . ... a/14 

154. Cas ou le polyn6me sous le radical est du troisieme degr6 ............ 246 



CHAPITRE VIII. 

Reduction a la forme normale de M. Weierstrass. Inversion. 

1, LE POLtKOMB SOUS LE RA&1GAI. EST DU TROIS^MB 

h a 1st fbroe nortoale'.'.'I , , 

- 

, 

i w ...*....'. vi ; /;v -. t . 



TABLE DRS MATIERES. 4*7 

II. LE POLYNOME SOUS LE RADICAL EST DU QUATRIEME DEORE. PREMIER MODE DE 
REDUCTION OU I/ON NE SB PREOCCUPE PAS DE LA REALITE. 

Pages. 

157. Cas particulier 262 

158. Le cas ge'nc'ral se ramene au cas particulier pre'ce'dent 264 

159 . Regie 255 

III. INVERSION EN QUANTITES REELLES. DISCRIMINANT POSITIF. 

160. Expression elliptique des racines d'un polyn6me du quatricme degre".. a56 

161. Discussion relative a la re'alite' des racines. Gas ou le discriminant est 

positif 267 

Les quatre racines range"es par ordre de grandeur 268 

162. Inversion en quantite's replies 269 

i Gas ou les quatre racines sont imaginaires 269 

2 Gas ou les quatre racines sont replies 260 

163 Re"sume* 262 

IV. INVERSION EN QUANTITES REELLES. DISCRIMINANT NEGATIF. 

164. Racines de F ( * ) aG3 

165. Inversion en quantite's replies 264 

166. Resume* 2^7 

V. M"E"THQDH DE M. HBRMITE. 

167. Mdthodc g^ne*rale 367 

Cas particulier a68 



CHAPITRE IX. 

Applications di verses traitees avec la notation de M. We iers trass. 

I. COURBK tiLASTIQUE PLANE ET SANS PRE8S1QN. 

Tableau de formules 270 

169. Integration par les fonctions elliptiques 271 

170 . Inversion 271 

171 . Nature de 1'argument 278 

172. Expression, des coordonne"es d'un point de la courbe 274 

173. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier t 275 

174. Forme de la courbe ' 276 



IL PHISMB DKOIT OHARO^ DBBOUT. 

175. fcaonce* de la question 278 

176. Norribre de solutions 379 

A.. KT L. , 27 



4l8 TABLE DKS MATI&RES. 

HI. COURSE ^LASTIQUE PLANE SOUS PRESSION WOIIMALK tlNITTOWMK. 

177. Ii!nonc6 et mise en Equation du problcme .,.,., t<Hr 

178. Tableau de formules * 'Ml 

179. Integration par les.fonctions elliptiques ^ 

180. Inversion ^85 

181 . Nature des arguments 287 

182. Intervalle dans lequel il suffit de faire varier t u88 

183. Variation de r 3 '-% 

184 . Variation de 1'angle polaire ')<> 

185. A.ngle des rayons allant a deux sommcts consc'cutifs *.uji 

186. Signe du rayon de courbure a$4 

187. Forme de la courbe 5497 

IV. SURFACES HOMOFOGALHS. COORDONN^ES BLLIPTIOTJBS. 

188. Surfaces homofocales a un ellipsoi'de et passant par un point donnc\, . 399 

189. Coordonne"es elliptiques , 3oo 

190. Longueur d'un arc infiniment' petit , . 3oi 

191. Les coordonne"es \ JJL, v remplace*es par trois arguments elliptiquos u> 

9, w. Les coordonne*es carte*siennes exprime*es par des fonctions uni- 

formes de M, v , w . . . - fc . . 3oa 

V. APPLICATION A LA TH^ORIB DE LA CHALEUR. 

192. Les surfaces homofocales a un ellipsol'de donn^ sont des surfaces iso- 

thermes. Ghacun des arguments u^ v 7 w est un param6trc thermom(S- 

tri q^e 3o4 

193. Equation de la chaleur (juand ies variables sont les arguments ellip- 

tiques u, v, w 3 8 

194. Solution dependant d'une Equation de Lam 3n 



CHAP1TRE X. 

Transformation de Landen. 

195. Divisioft par deux de la pe^iode aw ttt 
^.Relations entre les modules k, h*, entre les multiplicateurs g, v'J ! . 3,4 
W.; Rektioh entre K et 




TABL.K DKS MATIKRES. 



CHAP1TRE XI. 

Fonctions & multiplicateurs constants, ou fonctions doublement 
periodiques de seconde espece. 

PaffOS. 

X'OQ. Definitions 3a5 

Kxcmples . 326 

I, -- DECOMPOSITION EN FACTEXJUH. CONSEQUENCES. 

201. Expression gdncralc des fonctions -A multiplicatcurs constants 827 

2()'J. Decomposition en facteurs 828 

203. Nombrc minimum de pMcs d'unc fonction d mulliplicateurs constants. 33i 

*^04. Fonctions A multiplicateurs sp^ciaux 33a 

II. DliCOMPOSITION EN CLEMENTS SIMPLKS. 

simple 33a 

206, Formulcs dc ddcomposition. Gas des p61es simples 334 

Example 335 

207. Gas dcs p6lcs multiples 336 

Exemple 338 

20B. Mdthode de ML Hcrmitc 33g 

200, Mulliplicateurs spc*ciaux 34o 

III. fcouATJON DK LAMB, J&QUATIONS DE M. PIGAUD. 

210* Equation de Lame 1 34a 

211. Forme de liquation dc Lam<5 dans les notations de M. \Vcierstrass , .. 3^3 

212. Integration de liquation de Lam<J pour n = i 34? 

213. Equations de M. Picard 345 

Remarque 348 

214. Retour a liquation de Lame" 3/18 



CHAPITRE XII. 

Fonotlons A multiplioateurs exponentiels, ou fonctions doublement 
periodiques de troisieme espeoe. 

215. Definition 35i 

216, Simplification des relations que ve'rifie uae fonction a multiplicaleurs 

exponeatiels 35a 

217. Exemple ducasdeN * 353 

I> DECOMPOSITION BN FAGTKT3RS. CONSiQTJBNOBS. 

218, Premiere expression d'une fonction doublement pdriodique de troi- 



j(,2 TABLE DBS MATIJSRES. 

219. Gas de N positif .................................................. 355 

m IT ui 

Fonctions entires admettant Ics multiplicatews t etc w ..... 350 

220. Gas dc N nSgatif .................................................. 3I U 

II. DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES. 

221. IStude de Payment simple 



222. Decomposition en e'le'ments simples clans le cas dc N ndgalif . , ,.,.,., 303 

delations entre les poles et les re'sidus ........................... Ml 

Decomposition en elements simples ................................ 'W5 

Remarque ................................................ ..... 3(>(> 

Cas despdtes multiples ........................................... ^67 

223. Example ......................................................... M8 

224. Formule de decomposition dans le cas de N positif ................... 3G<) 

225. Resume* .......................................................... -ty 



CHAPITRE XIII. 

Periodes 6quivalentes. Notions sur les fonctions modulaires, 



I. 

226. Pe>iodes dquivalentes 87:1 

227. Rapport des pe*riodes . . . ^ 878 

228. R6seaux de paralldlogranxmes formes avec les p6riodes (Squivalentcs. t 87^ 

II. NOTATIONS DE M. WEIERSTIUSS, 

229. Formes en nombre infini de la fonction a* 876 

230. Invariants. Invariant absolu J , 376 

III. FONQTION MODULATE. GROUPE MODULAIRE. 

23 1 . Propri6t6 fondamentale de la fonction J ( T ) t $77 

232. La fonction J est paire 3^8 

233. Remarques sur les substitutions Hne'aires 879 

Substitutroo inverse , ,,.,, 370 

Produit de deux ou plusieurs substitutions , '. , . , $7^ 

Remarque '..:..' 3g 

234. Groupe cte. swbsli^uiiions * . .^ , 3$j 

235. Groups mrodul^Li^e '. . . : . L 3g t 

236. Su^titittiai^t^o^e^^ 
237. 



TABLE DES MATIERES. 42 1 

IV. NOTATIONS DB JAGOBI. 

Pages. 

$38. Expression de J(T) en fonctton du module k 384 

$39. Formes en nombre inflni des fonclions de Jacobi. Fonction H . , , , 385 

NOTES. 

NOTK 1. Impossibility de ^existence d*unefonctioa uniforme et continue 

nvcc deux p<iriodes dont le rapport est r6el 38g 

Addition, a la Note /. Impossibilitd d'une fonciion uniforme et continue 

avec trois p<5riodes 891 

NOTE H. Convergence du produit d^fmissant fu . . * 3<j5 

NOTS HI* De" termination du coefficient A, qui figure dans les formules de 

decomposition des fonctions 6 en produits infinis 3g8 

RisuM^ des principales formules 4 

ERRATA 4o8 



FIN I>E LA TAULE DBS MATIKRES. 




CZ 



130072 



